Skript zur Vorlesung

Theoretische Physik IV
- Statistische Physik -

Prof. Dr. Ludger Santen

Universitat des Saarlandes
Geb. E2 6, Zi. 4.15
l.santen@mx.uni-saarland.de

Letzte Aktualisierung: 6. November 2014



Inhaltsverzeichnis

(1  Wahrscheinlichkeit, Random Walk und |

[_Diffusionl 1
(L1 Wahrscheinlichkeit! . . . . ... .. ... 000 1
(1.1.1  Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit| . . . . . . . . .. 1

[1.1.2  Bedingte Wahrscheinlichkeiten| . . . . . . . . . . . ... 2

(LL1.3 Permutationen und Kombinationenl . . . . . . . . . .. 3

(1.1.4  Zufallsvariable und Verteilungen/. . . . . . . . . . ... 4

(1.1.5 Eigenschaften von Verteilungstunktionen| . . . . . . . . )

(1.1.6 Momente einer Verteilung und charakteristische Funktion| 7

[1.1.7  Beispiele von Verteillungstunktionen| . . . . . . . . . .. 9

(.2 Der Random Walk und diffusive Prozessel . . . . . . . . .. .. 10
(1.3 Die Diftusionsgleichung . . . . . .. ... ... ... ... ... 13
[1.3.1 Strome und dullere Kraftel . . . . . . . ... ... ... 15

[1.3.2 Losung der Diffusionsgleichungl . . . . . . . ... ... 17

[2  Statistische Mechanik des Gleichgewichts und das Mikroka- |
L__nonische Ensemblel 19
2.1 Das Mikrokanonische Ensemblel . . . . . . ... ... .. .. 19
(2.2 Das ideale Gas im Mikrokanonischen FEnsemblel. . . . . . . . . 21
2.3 Was ist die Temperatur? . . . . . . ... ... ... ... ... 25
2.4  Druck und chemisches Potentiall . . . . . . . ... .. ... .. 27
[2.5  Thermodynamische Grofien fiir das ideale Gas| . . . . . . . .. 28

30
[3.1  Entropie und Irreversibilitat| . . . . . . ... ... ... ... 30
[3.2  Entropie als Maf} tiir die Unordnung| . . . . . . ... ... .. 32
[3.2.1  Mischungsentropie, . . . ... ... ... ... ..... 32

[3.2.2  Restentropie von Glasern: Ptade, die nicht gegangen [

[ werdenl . . ... L L 33
[3.3  Entropie als Maf fiir die Unkenntnisf . . . . . ... ... ... 35
[3.3.1  Nichtgleichgewichtsentropie] . . . . . . ... ... ... 35

[3.3.2  Informationsentropie| . . . . . . . . ... ... 35

[4  Freie Energien| 39
4.1 Die kanonische Gesamtheit| . . . . . . .. ... ... ... ... 39
(4.2 Die grofikanonische Gesamtheit| . . . . . . . .. .. ... ... 43
(4.3 Anschluss an die Thermodynamikl . . . . . ... .. ... ... 44
4.3.1 Thermodynamische Potentiale| . . . . . . . ... . ... 46

4.3.2 Maxwell-Relationen|. . . . . . . . ... ... ... ... 48



[4.3.3  Spezifische Warme und andere Response-Funktionen|

434  Gibbs-Dubem-Relation| . . . . . .. ... .00
4.3.5 Phasengleichgewichte . . . . . . . ... ... ... ...
4.4  Reibung und Fluktuationen in mechanischen Systemen| . . . .
[4.5 Chemisches Gleichgewicht und Reaktionskinetik{ . . . . . . . .

Quantenstatistik]|

[>.1 Reine und gemischte Zustande| . . . . . . . . ... ... L.

(.2 Dichtematrizenl . . . . . . . . . ...

Modelle und deren Analyse]

6.1 Die Monte-Carlo-Methode . . . . . . .. ... ... ... ...
[6.2  Das Ising-Modell auf emem Ringf . . . .. ... ... ... ..
[6.3 Der Cluster-Algorithmus von Woltlf . . . . . . ... ... ..

Die Theorie der Phaseniiberginge|

7.1 Phaseniibergiange: Beispiele und Phénomene] . . . . . . . . .
(7.2 Der Ordnungsparameter| . . . . . ... .. ... ... ....
7.3 Korrelationsfunktionl . . . . . ... ... o000
7.4 Kritische Exponenten| . . . . . . . ... ...
[7.5 Die Skalenhypothese| . . . . . . ... ... ... ... ....
[7.6  Dimensionsanalyse| . . . . . . ... ... ... ... .....

[A° Konkave Funktionen und die Jensensche Ungleichung]

IT

48
49
20
23
23

55
95
56
28
60
60
63
63
64
65
66
67
69

71
71
71
73

77
77
78
79
82
83
83
84
85



1 Wahrscheinlichkeit, Random Walk und
Diffusion

1.1 Wahrscheinlichkeit

Bei vielen ,Experimenten® kann man das Messergebnis oder das Ereignis
nicht mit Bestimmtheit vorhersagen. Dennoch weisen sie eine gewisse Regu-
laritéat auf:

Beispiel: Wiirfeln
Mit Wahrscheinlichkeit % tritt die “6% auf.

Bei dieser Art von Ereignissen A konnen wir also eine Wahrscheinlichkeit
P(A) angeben, mit der das jeweilige Ereignis eintritt.

Fiir P(A) gilt P(A) = 74, wobei ny die Anzahl der Ereignisse vom Typ A und
ng die Gesamtheit aller Ereignisse angibt. Zur Bestimmung der Wahrschein-
lichkeit P(A) muss man eine grofie Zahl von Zufallsexperimenten durchfiihren,
so dass ng,ns > 1.

1.1.1 Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit

(i) Fiir ein beliebiges Ereignis A im Konfigurationsraum S gilt:

0<P(A)<1

(ii) Fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit aller moglichen Ereignisse gilt:

P(S) =5 =1

ns
(iii) Die Zahl der Ereignisse bei denen A oder B auftritt ist:

NAauB = NaA +NB — NanB ,

wobei nnp die Zahl der Ereignisse angibt, bei denen A und B gemein-
sam auftreten. Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit:

P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANDB)

Beispiel: Kartenspiel mit 32 Blatt
Wahrscheinlichkeit ein Pik oder einen Buben zu ziehen:

P(PUB)=P(P)+P(B)—P(PNB) =141 _ 1L _1



1.1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass Ereignis B eintritt unter der Voraussetzung, dass vorher A auf-
getreten ist.

Beispiel: Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, zwei Asse hintereinander aus
einem Kartenstapel zu ziehen?

Losung: % . ;—1

Die Wahrscheinlichkeit, dass A und B auftreten, sei gegeben durch
P(ANB)=P(BNA). Dann gilt:

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)
P(ANB) P(AN B)

= PAIB) = =55 P(A)

& P(B|A) =
Bemerkung:
Fiir den Fall, dass zwei Ereignisse sich ausschlieflen gilt:

P(A|B) = 0 = P(B|A)

Bei solchen Experimenten muss man die Félle unterscheiden, bei denen der
Konfigurationsraum wieder aufgefiillt wird (,,die Karte zuriickgelegt wird*),
also einem Sampling mit Ersetzen, und denjenigen, bei denen das nicht ge-
schieht.

Beispiel: Zwei Asse hintereinander ziehen
P(ANB) = P(A)P(B|A) = P(A)? = & (mit Zuriicklegen)

T 64
P(ANB) = P(A)P(B|A)=1.3 = 3

Von statistischer Unabhdngigkeit spricht man, falls
P(A|B) = P(A) = P(ANB)=P(A)P(B)

gilt.
Eine niitzliche Eigenschaft ist auch die folgende Normierungsbedingung:

P(B) = ZP(A»P(BMZ-) ,

falls die A; den gesamten Konfigurationsraum umfassen.
Aus der Identitit P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B) folgt direkt das sogenannte
Bayessche Theorem:

P(A)

Fiir P(B) > 0 gilt: P(A|B) = %P(BM)



Damit folgt auch:
P(A|B) = P(B|A) = P(A) = P(B)

Die Berechnung von P(A|B) ist auch dann méglich, wenn P(B) nicht bekannt
ist:
P(B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B|4)
wobei P(A) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass A nicht auftritt.
In diesem Fall lautet das Bayessche Theorem:

P(A)P(BJA)
P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

=P(B)

P(A|B) =

Beispiel: Bedingte Wahrscheinlichkeiten fithren oft auf {iberraschende Er-
gebnisse. Dies lésst sich mit folgendem Beispiel illustrieren. Wir
betrachten einen Bluttest mit den nachstehenden Eigenschaften:
e Der Test ist zu 99,99 % positiv, falls der Patient infiziert ist, und
e zu 0,02 % positiv, falls er nicht infiziert ist.

e Die Krankheit tritt mit der Wahrscheinlichkeit # auf.
Wir stellen fiir diesen scheinbar zuverlédssigen Test die folgende
Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit einer tatséchlichen Infektion
bei einem positiven Test?
Es sei P(A) die Wahrscheinlichkeit der Infektion und P(B) die
Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven Test. Dann ist:

107 0,9999 1

P(A|B) = = -.
(41B) 10-4-0,9999 +0,9999 -2 -10—* 3

Damit folgt trotz der groflien Zuverlassigkeit des Tests eine grofie
Unsicherheit des Ergebnisses, da die Krankheit so selten auftritt.
1.1.3 Permutationen und Kombinationen

Permutation:
Fiir n verschiedene Objekte gibt es genau n! Moglichkeiten, diese Objekte
anzuordnen.

k(< n) Objekte aus n mit Beachtung der Reihenfolge:

(i) ohne Zuriicklegen: n(n —1)...(n —k+1) = (nﬁ!k)! = "P

(ii) mit Zuriicklegen: n*



Beispiel: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit p, dass in einer Gruppe von
k Personen zwei den gleichen Geburtstag haben?
Die Gesamtzahl aller méglichen Geburtstagskombinationen ist
365% = n*. Davon gibt es "P, Moglichkeiten keine gleichen
Geburtstage zu haben.

"Py, 365!

T 365F (365 — k)!365F

— 1-p
Mit der Stirling-Formel n! ~ v/27n (%)n gilt:

e V27365 (365)365365_k< e )365’“
P 25—k \ e 365 — k

- 1 L 365 365—k+0,5
~ — e
P 365 — k

= fiir k = 23 gilt bereits p > % und fiir £ = 50 gilt p = 0,97

Kombinationen:
Falls die Reihenfolge der Anordnung keine Rolle mehr spielt, gilt fiir die Zahl
der Moglichkeiten:

n! n .
m: nC’k:<k)7 furogkfén

1.1.4 Zufallsvariable und Verteilungen

Diskrete Zufallsvariable:
Wir konnen fiir eine Zufallsvariable X eine Wahrscheinlichkeitsfunktion de-
finieren, die die folgende Gestalt hat:

p; , falls x = x;
ﬂ@sz=@={ ,
0 , sonst
wenn die Zufallsvariable X nur die Werte z, ..., z, mit den Wahrscheinlich-

keiten py, ..., p, annechmen kann.

Wie alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen miissen auch diskrete Verteilungen
normiert sein, so dass y ., f(z;) = 1 gilt.

Eine wichtige Grofle zur Charakterisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen ist die sogenannte kumulative Wahrscheinlichkeitsfunktion:



Kontinuierliche Zufallsvariable:
Wenn die Wertemenge der Zufallsvariablen nicht mehr abzéhlbar ist, ist es
sinnvoll, eine Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) einzufiihren, fiir die gilt:

Pz <X <z+dx)= f(z)dx

Falls X auf ein Intervall zwischen [; und [, beschrankt ist, so gilt:

lo
/f(:c)d:c =1
51

Ohne Beschréankung gilt die Normierungsbedingung;:

oo

/dxf(x) _1

—0o0

Bemerkung:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann auch von mehr als einer Variablen
abhéngen, also P(X =z,Y =vy) = f(z,y).
f(z,y) = g(x)h(y) gilt nur bei statistischer Unabhéngigkeit.

1.1.5 Eigenschaften von Verteilungsfunktionen

Erwartungswert:
Es sei g(X) eine Funktion der Zufallsvariable X. Dann ist der Erwartungswert
von g(X) definiert durch:

> g(x;) f(x;) fiir eine diskrete Verteilung,
Elg(X)] =4 ' o '
[ g(z)f(x)dz fiir eine kontinuierliche Verteilung.

Der Erwartungswert hat die Eigenschaften:
(i) falls a eine Konstante ist, gilt Ffa] = a
(ii) a = const. = Elag(X)] = aE[g(X)]
(iii) g(X) = s(X) +#(X) = Elg(X)] = E[s(X)] + E[t(X)]



Mittelwert:
Ein typischer Wert fiir die Verteilungsfunktion ist der Mittelwert, der definiert
ist durch:

. Y xif(x;) fur eine diskrete Verteilung,
Elz|=4q i
[ xf(x)dx fiir eine kontinuierliche Verteilung.

Ublicher sind die Schreibweisen:

Bemerkung:
Thermische Erwartungswerte bezeichnet man in der Regel mit (g(X)).

Median:
Neben dem Mittelwert kann eine Zufallsverteilung auch durch den sogenann-
ten Median xgeq charakterisiert werden, fiir den gilt:

Tmed 1

F(@mea) = P(X < Tmea) = / flx)de ==

— 00

Bemerkung:
Der Median ist der Wert einer Zufallsvariablen, der die Fliache unter der
Verteilungsfunktion f(z) gerade in zwei gleich grofie Teile zerlegt.
Damit kann der Median, gerade fiir stark asymmetrische Verteilungsfunk-
tionen, typische Werte der Verteilung besser charakterisieren als der Mit-
telwert.

Varianz und absolute Abweichung:

Bei Zufallsprozessen ist es auch wichtig die Fluktuationen zu charakterisieren.
Dazu sind verschiedene Mafle geeignet:

Die Varianz einer Verteilung V[x] bzw. o2 ist definiert durch:

, > (v; —m)*f(x;) fir eine diskrete Verteilung,
Viz] = E[(X—-m)*] = ¢ J
[(x —m)*f(x)dz fiir eine kontinuierliche Verteilung.

Ein weiteres Maf fiir die Fluktuationen ist die mittlere absolute Abweichung:

B = E[|X — m|) = / & — m| f(x)de



Beispiel: Wasserstoffatom
Die Wahrscheinlichkeit ein Elektron im Wasserstoffatom im Volu-
men dV zu finden ist gegeben durch ¢*ydV, wobei ¥(z,y, z) die
quantenmechanische Wellenfunktion bezeichnet. Bei der Losung
der Schrédinger-Gleichung fiir dieses Problem stellt sich heraus,
dass die Wahrscheinlichkeit nur vom Abstand zum Ursprung (Atom-

kern) abhéngt, wobei 1) = Aew und ao den Bohrschen Radius
bezeichnet. Fiir die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich
dann insgesamt:

R(r<R<r+dr)= A2e0 dmrddr
'

Die Konstante A bestimmen wir aus der Normierungsbedingung;:
o0 —2r
A2/ e drridr =1
0

Das Integral kénnen wir durch partielle Integration 16sen:

4 2 —2r
= A= = f(r) = —rie
Tap ag
0

Der mittlere Abstand vom Kern ist somit gegeben durch:

9] 4 00 o
E[R]:/ rf(r)dr=— r3e a0 dr:%.
0

3
ay Jo 2

SchlieBlich kénnen wir noch die Varianz o2 berechnen:

2 = pAr?
o = (r —m) —5e 0 dr
0 o

4 o0 —2r

=— [ (" =2rm+r*m?)eo dr
@y Jo

. . . 3a3
mit m = 32 ergibt sich o2 = =2.

1.1.6 Momente einer Verteilung und charakteristische Funktion

Neben dem Mittelwert charakterisieren noch weitere Momente die Eigen-
schaften einer Verteilungsfunktion f(z). Fiir das nte Moment einer Vertei-

lung f(z) gilt:
m, = E[X"] = /a:"f(:v)d:v



Mit dieser Definition kann man auch die Varianz durch die Momente aus-
driicken:

0% = my —m?
Aus theoretischer Sicht sind die Momente interessant, da sie alle wesentlichen
Informationen der Verteilungsfunktion f(z) enthalten. Zur Berechnung der
Momente ist es niitzlich die charakteristische Funktion:

f(z) = /eizxf(x)dx (FT von f(x))

einzufithren (Prinzip einer Erzeugendenfunktion).
Aus der Normierung von f(z) ergibt sich sofort f(0) = 1.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) kann durch die inverse Operation:

1

~or

f@) = 5 [ = Fz
zuriickgewonnen werden.
Die Niitzlichkeit der charakteristischen Funktion ergibt sich aus der Tatsa-
che, dass man aus f(z) die Momente der Verteilung einfach durch Ableitung
berechnen kann: ”

m, = (—i) @f(z)
Mit Hilfe der charakteristischen Funktion kann man auch die sogenannten
Kumulanten einer Verteilung berechnen, die durch:

2=0

mn

o
Cn:(_l> @logf(z)

z=0

definiert sind. Die Kumulanten sind Kombinationen verschiedener Momente.
So entspricht z.B. ¢y = my — m? = o2 der Varianz.

Es ist hdufig sinnvoll die Kumulanten mit geeigneten Potenzen der Varianz
71 normieren:

c
An = —  (normierte Kumulanten)
o

Wichtige Beispiele:

E[(X —m)3
A3 = M (,,Schiefe: beschreibt die Asymmetrie einer Verteilung)
o
E[(X —m)!
Ay — [( U4m)]_3



Bemerkung:
Die Kumulanten sind fiir die Charakterisierung von Verteilungen wich-
tig. So verschwinden z.B. fiir Gaufiverteilungen alle Kumulanten ¢, mit
n > 2, sodass beispielsweise durch A3 und A4 die Abweichung von der
GaufBlverteilung gemessen werden kann.

Divergenz von Momenten:

Nicht alle Momente einer Verteilung miissen existieren. Eine notwendige Be-

dingung fiir die Existenz des n-ten Moments ist, dass f(z) asymptotisch
1

schneller als P abfillt.

1.1.7 Beispiele von Verteilungsfunktionen

Die Gauf3verteilung:
Sehr viele Systeme werden durch die Gaufiverteilung:

)= o (52

beschrieben:
e die Anzahl der ,Kopf“ (bzw. ,,Zahl“) Ereignisse bei 1000 Miinzwiirfen
e die Zahl von Gasmolekiilen in einem Raum
o ...

Die charakteristische Funktion der GauBverteilung hat die Form:

2,2

fa(z) =exp (—J; + z'mz)

Damit ist log fg(2) einfach ein Polynom zweiten Grades, so dass alle Kumu-
lanten ¢, fiir n > 2 verschwinden.

Charakteristikum fiir f; ist der schnelle asymptotische Abfall: Fluktuationen
der Gréfle 100 treten nur mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner 2 - 10723 auf.

Die Bedeutung der GauBiverteilung ergibt sich aus dem zentralen Grenz-
wertsatz:

Es seien X;, ¢ = 1,2,...,n unabhéngige Zufallsvariablen, die durch die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f;(z) beschrieben werden (welche alle
verschieden sein kénnen). Die Mittelwerte der Verteilungen seien m; und die
Varianzen o2

i



Die Zufallsvariable Z = %sz hat die folgenden Eigenschaften:

T n

o E(z)—IZmi:m

o 02 =

3=

207
i

e fiir n — oo ist f(z) eine Gaufiverteilung mit Erwartungswert m und
Varianz o2

Damit konvergieren Summen von unkorrelierten Zufallsvariablen unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen zu Gaufiverteilungen.

Die Log-Normalverteilung:
Log-Normalverteilungen sind Verteilungen, bei denen der In(X') normalver-
teil ist:

1 logQ(x/mo)) n n2o?
x) = exp | —————= — m, = xje 2
fLN( ) 1o P< 952 0

Die Log-Normalverteilung tritt z.B. in der Finanzwelt auf, da man die Lo-
garithmen der Preisspriinge als unabhéngige Zufallsvariablen ansieht. Unter
dieser (haufig unzutreffenden) Annahme gilt dann nach dem zentralen Grenz-
wertsatz, dass sie gauverteilt sind.

1.2 Der Random Walk und diffusive Prozesse

Der Random Walk (RW) ist ein einfaches stochastisches Modell fiir Zufalls-
bewegungen. In seinem Kontinuumslimes beschreibt er die Diffusion bzw.
Brownsche Bewegung mikroskopischer Teilchen in Losung. Der RW ist auf-
grund der Bedeutung diffusiver Prozesse bis heute eines der wichtigsten Mo-
delle der theoretischen Physik.

Wir beginnen unsere Betrachtung mit dem eindimensionalen RW in diskreter
Zeit.

In jedem Zeitschritt bewegt sich das Teilchen mit Wahrscheinlichkeit % in
positive oder mit der gleichen Wahrscheinlichkeit in negative Richtung.

10



Abbildung 1: Definition des RWs in diskreter Zeit

Der Abstand Sy des Teilchens von seinem Startpunkt nach N Schritten

lautet:
N
Sy =1,
=1

wobei [; = 1 mit Wahrscheinlichkeit p = %
Im Mittel wird (fiir gerade N) (Sy) = 0 sein. Dies ist allerdings nicht der
typische Wert. Dessen Amplitude wird durch die Standardabweichung

o= /(%) — (Sw)* = /(5%

festgelegt.

20000

10000

Abstand 0

-10000

| |
2.107 4-107 6-107 8107 1-108

-20000

=}

Schritt N

Abbildung 2: Beispieltrajektorien des 1D-RWs
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Fiir die ersten Schritte lauten die (S%):

<$>=%H&f+%p{f:1
(53) = i(-z)? + %(0)2 + i(z)? _9

Daraus leiten wir die Behauptung (S%) = N ab. Die Induktionsvorausset-
zung ist damit erfiillt. Fiir den Induktionsschritt ergibt sich:

<S]2V> = <(SN71 + ZN)2> = <S]2V_1> +2(InSy-1) + <l]2v>
_N—-1+41=N 0

Aus diesem Ergebnis folgt fiir die Standardabweichung;:
on =1/ (S%) = VN

Bemerkung:
Wir haben zur Vereinfachung die Schrittlinge | = 1 gesetzt. Fiir eine
Schrittlinge a verallgemeinert sich das Ergebnis zu oy = av/N.

Universalitét: Fiir die obige Rechnung haben wir eine rdumlich und zeitlich
diskrete Dynamik mit fester Schrittweite angenommen. Fiir RWs gilt aber
unabhingig von den Details der Dynamik oy ~ /N, wenn wir den Prozess
auf Langenskalen betrachten, die grof§ sind gegeniiber den lokalen Korrela-
tionen bzw. der Schrittweite.

Der RW illustriert auch ein weiteres wichtiges Konzept der statistischen Me-
chanik, ndmlich das der Skaleninvarianz.

Skaleninvarianz bedeutet, dass aus statistischer Sicht RWs auf verschiedenen
Langenskalen die gleichen Eigenschaften haben, sofern die Langenskalen viel
grofer als die Schrittweite sind.

Wihrend die mikroskopischen Details der Dynamik keinen Einfluss auf das
Abstandsgesetz fiir grofle Werte von N haben, dndern sich die Eigenschaften
durch die Einfiihrung von Wechselwirkungen in dramatischer Weise. Dies
lasst sich am sogenannten Self-Avoiding- Walk (SAW) illustrieren, der als
einfaches Polymermodell verstanden werden kann. Im Gegensatz zum RW
diirfen sich beim SAW die Trajektorien nicht schneiden.

12
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Abbildung 3: SAW in 2D

Durch die (Selbst-) Wechselwirkung wird das Abstandsgesetz dimensions-
abhéngig:

e 1D:oy~ N
e 2D: O’NNN%
e 3D: oy ~ N
e D> 4. O'NNN%

Bemerkung:
Das Auftreten algebraischer GesetzméBigkeiten wie oy ~ NV ist ty-
pisch fiir Phdnomene bei kontinuierlichen Phaseniibergéingen (spiter).
Man nennt v daher auch kritischer Exponent.
Wie beim SAW sind kritische Exponenten in der Regel dimensionsabhéngig.
Es existiert aber auch eine sogenannte obere kritische Dimension, ab der
die Dimensionsabhéingigkeit nicht mehr auftritt.

1.3 Die Diffusionsgleichung

Die Diffusionsgleichung beschreibt den Random Walk in kontinuierlicher Zeit
und kontinuierlichem Raum. Sie ist relevant, wenn man Zeit- und Léngens-
kalen betrachtet, gegeniiber denen die Zeitschritte bzw. die Lénge einzelner
Spriinge als infinitesimal angenommen werden koénnen. Die Diffusionsglei-
chung hat die folgende Form:

Ip(,1)

Op(x,t) _ O p(x,1)
ot

= Dv2p(;p7t) bzw. in 1D: ot Ox2 5

13



wobei p(z,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt des Random-
Walkers bei x zur Zeit ¢ beschreibt.

Wir wollen nun die Diffusionsgleichung aus der Dynamik des diskreten RWs
herleiten.
Die Position des Walkers zur Zeit t = NAt sei x(t), wobei N > 1:

= 2t + At) = 2(t) +1(t)

Die Verteilung von [(t) wird durch x(I) beschrieben. x(I) besitzt die Eigen-
schaften:

Q) _}o (Dl =1
(i1) jfo I(D)dl = 0

(iii) _7 Px(l)dl =: a®

Wir betrachten nun die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte in ei-
nem Zeitschritt mit der Schrittweite [(t) = © —2’, sodass die Wahrscheinlich-
keit fiir den Schritt x(x — ') = x(I(¢)) ist. Damit erhalten wir:

o0

pz,t+ At) = / p(’, t)x(x — 2")dx'
= / p(z — z,t)x(2)dz r=x—1

Entwicklung fiir kleine z:
Op(z,t) N 1 5 0%p(z, 1)

3
ox QZ 0x? +0(2)

p(l’ - th) = p<I7t) -z
Aus (i)-(iii) ergibt sich dann:
lﬁzp(x, t) 2
2 0x?
Mit p(x,t + At) — p(z,t) =~ %At ergibt sich die Diffusionsgleichung:
dp _ a® Pp _ Pp

ot 2At0z2 ~  Ox2

p(z,t + At) = p(x,t) +

Bemerkung:
Da wir N > 1 angenommen haben, sind sowohl At als auch a auf den
Skalen des Gesamtprozesses kleine Grofien.

14



1.3.1 Strome und duflere Krifte

Fiir die Teilchen, die wir mit dem RW beschreiben, gilt, dass sie weder erzeugt
noch vernichtet werden. Damit gilt also Massenerhaltung, die sich in Form
einer Kontinuitdtsgleichung formulieren lésst:

J(z) — | p(x)Az| — J(z + Azx) .

 —

p(x) Ax
Abbildung 4: Kontinuitétsgleichung

Fiir die Zahl der Teilchen in einem Abschnitt Az gilt:
n~ Axp(x) .
Die Zahl der Teilchen dndert sich also geméf:

871_

on _ Ip(x)
ot ‘

ot

J(z) — J(z+ Azx) = Ax

Damit ergibt sich ingesamt E|:

Op _ J(x+Azx) - J(z)
ot Az
dp  dJ

— i —_— =
A:}cIEO ot ox

Wenn wir dieses Ergebnis mit der Diffusionsgleichung vergleichen, erhalten
wir fiir den Diffusionsstrom:
dp
Jaug = —D— .
diff o
Der Diffusionsstrom ist also dem Dichtegradienten entgegengesetzt und be-
wirkt eine Homogenisierung der Dichte.

!Beachten Sie, dass J(z) den Wahrscheinlichkeitsstrom bezeichnet, der in das Intervall
zwischen x und x + Az flieft. Wenn es sowohl von links als auch von rechts einen Zufluss
gibt, ist J(z) positiv und J(x + Az) negativ.

15



In vielen Anwendungen wird dem System ein duflerer Strom aufgeprégt. Es
wirkt also eine duflere Kraft, die eine Vorzugsrichtung des Teilchens zur Folge
hat. Die Dynamik des Teilchens wird dann beschrieben durch:

x(t + At) = z(t) + FyAt + 1(t)

Damit ergibt sich, wenn man F' = const. wéhlt:

op p 0?%p
- _ _pZE L pZF
ot = or TP o
und fiir den Strom:
dp
J=~vFp—D— .
ox

Bemerkungen:

(i) Es kommt also offenbar bei positivem Gradienten von p zu einem An-
stieg der Dichte durch den gerichteten Anteil. D.h. der gerichtete und
der diffusive Anteil wirken lokal entgegengesetzt.

(ii) Falls die Kréfte ortsabhéngig sind, muss man dies bei der Zeitentwick-
lung beriicksichtigen:

dp  0J  OF(z)p(w)

ot~ ox

0?p
D
ox + 0x?

Dieser Zusammenhang lédsst sich aus der Erhaltung der Teilchenzahl
verstehen. Daraus ergibt sich:

J = —=D(p,x)Vp+vF(x)p(x)

(iii) Wenn man in einem verdiinnten Gas annimmt, dass das Teilchen durch
eine konstante Kraft zwischen zwei Stof8en beschleunigt wird, gilt:

D D

_ _ 2
7 m(a/At)2 mV?2 -V

(beschreibt die Situation im verdiinnten Limes)
In einem dichten Fluid mit der Viskositiat n gilt dagegen fiir Teilchen

mit Radius r: ]

6mnr)

T

(iv) Die stationdre Losung der Diffusionsgleichung kann leicht berechnet
werden.

16



(a) Fiir den Fall F' = 0 ergibt sich:

ot 0Ox?
Wenn man den Walker in einem endlichen Volumen betrachtet,
muss man beriicksichtigen, dass es am Rand keinen Strom geben
kann. Aus 8%* =0= —% folgt dann J(z) = 0 im gesamten Ge-
biet und somit A = 0 bzw. p*(x) = py = const.

Dieses Ergebnis verdeutlicht, dass Diffusionsprozesse Dichteinho-

mogenititen ausgleichen.

= p'(z) =po+ Ax .

(b) Wir betrachten nun den Fall F' = —myg, legen also ein ,, Gravitati-
onsfeld* an. In diesem Fall gilt fiir die stationére Losung:

pt = Aexp (—%mgw) = Aexp (—%E) .

Wie wir spéter sehen werden, gilt auch:

p(E) ~ exp (—,@%)

mit der Boltzmannkonstanten kg = 1,38-1072*< und der Tempe-

ratur 7' gillt dann die beriihmte Einstem—Relatzon

D
_:kBTa
Y

die sich aus der Analyse der Brownschen Molekularbewegung er-
gibt. Sie verkniipft die Fluktuationen des Teilchens (parametrisiert
durch D) mit der Dissipation (parametrisiert durch =).

1.3.2 Losung der Diffusionsgleichung

Fouriertransformation:

Die Losung der Diffusionsgleichung fiir offene Rénder ist durch Fouriertrans-
formation méglich. Dazu entwickeln wir p(z,t) in ebene Wellen fy(t)e**. Mit
diesem Ansatz ergibt sich fiir die Diffusionsgleichung:

Op _ dpr e _ [)0%p

— DX _ _Dk,2~ ikx

ot dt © B2 P

dp o o
= L — —Dk%pi = pu(t) = pr(0)e P

17



Wir erhalten die allgemeine Losung aus der Riicktransformation in den Real-

raum:
00

1 .
2_ / ﬁk(o)ezka:e—Dk2tdk 7
™

—00

p(:L‘,t) =

wobei p;(0) = [ p(z,0)e"**dz.

Green-Funktion:
Um aus der allgemeinen Losung eine konkrete zu erhalten, miissen wir die
Anfangsbedingungen spezifizieren. Dies fiithrt auf die Methode der Green-
Funktion.

Die Idee der Green-Funktion ist es, die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z, t) durch
eine Familie von Losungen zu beschreiben, die jeweils einem Random-Walker
entsprechen, der zur Zeit t = 0 bei y startet.

Wir betrachten nun folgende Anfangsbedingung: Zur Zeit ¢t = 0 sei das Teil-
chen bei x =0 zu finden = p(z,0) =d(z) = G(a: 0).

G muss der Diffusionsgleichung geniigen, also =D

9z2 *
Durch Fouriertransformationen erhalten wir fur t=0:

/GX 0) _“”dx—/é ek dy =1

1 2 1 12
= @G z, t / zk:vG —Dkztdk — / ikx —Dk tdk — e~ 1Dt
(z,) = o (0)e I D

Bemerkungen:

(i) Die Losung ist kompatibel mit den bisherigen Ergebnissen fiir den RW:
Fiir einen diskreten RW mit N Schritten hatten wir das Ergebnis

o(N) = /(z2) = aV'N

erhalten. Aus dem Zusammenhang NAt = ¢ und o(t) = V2Dt ergibt
sich ein analoges Ergebnis, wenn wir D = a?/2At setzen.

(ii) Die Diffusionsgleichung ist fiir offene Randbedingungen translationsin-
variant. Damit erhalten wir eine Losung fiir beliebige Anfangsbedin-
gungen aus:

pz,t) = /p(y,O)G(w—y,t)dyz /p(y,O) exp (—(2;@;)2) W;T—Dtdy
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2 Statistische Mechanik des Gleichgewichts
und das Mikrokanonische Ensemble

Die Einfithrung der Statistischen Mechanik durch Maxwell und Boltzmann
hat eine mikroskopische Begriindung fiir die phénomenologische Theorie der
Thermodynamik hervorgebracht.

Begriffe wie Temperatur oder Entropie konnen durch die Statistische Mecha-
nik mit mikroskopischen Eigenschaften von Vielteilchensystemen verkniipft
werden.

Der von Boltzmann entwickelte theoretische Rahmen der Statistischen Me-
chanik ist giiltig fiir Systeme, die sich im sogenannten thermischen Gleichge-
wicht befinden. Solche Systeme nehmen einen Zustand an, der sich zeitlich
nicht mehr veréandert.

Das thermische Gleichgewicht ist allerdings von stationdren Zustdinden in
Systemen zu unterscheiden, denen durch Zufuhr von Energie beispielsweise
ein Strom aufgeprégt wird. Solche Nichtgleichgewichtssysteme spielen in der
Biologie eine wichtige Rolle.

Die theoretische Beschreibung von Nichtgleichgewichtssystemen unterliegt
der Schwierigkeit, dass auch die stationére Verteilung der Zustédnde nicht
von vorneherein bekannt ist - im Gegensatz zu Systemen im thermischen
Gleichgewicht, wie wir im Folgenden sehen werden.

2.1 Das Mikrokanonische Ensemble

Wir betrachten ein abgeschlossenes System von N Teilchen im Volumen V.
Dabei nehmen wir an, dass die Energie des Systems erhalten ist. Die klassi-
sche Mechanik gibt uns nun vor, wie man die Trajektorien der in V' einge-
schlossenen Atome bestimmt:

e Festlegung der Anfangsbedingungen:

= (21,1, 21, -, TN, YN, 2N) = (@1, G2, - - -, g3n)  (Koordinaten)

(P15 -+, P3N) (Impulse)

oL Oy

e Integration der Bewegungsgleichungen:

— —

Q=m"'P, P=F(@Q)

—

(F' = 3N-dimensionaler Vektor der Kriifte)
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Fiir reale Systeme ist die Bestimmung der Teilchentrajektorien nicht moglich,
da:

e die Bestimmung der Anfangsbedingungen fiir alle 10?* Teilchen nicht
durchfiihrbar ist.

e die meisten Systeme chaotisches Verhalten zeigen, so dass die zwangs-
ldufig endliche Prézision bei der Bestimmung von P und () zur Nicht-
vorhersagbarkeit der Teilchentrajektorien fiihrt.

Es ist ferner zu beriicksichtigen, dass man die Menge der Informationen prak-
tisch nicht nutzen konnte, selbst wenn die Berechnung aller Teilchentrajek-
torien moglich sein sollte.

Zur tatséchlichen Beschreibung des Systems halten wir fest, dass das chaoti-
sche Verhalten des Systems dazu fiihrt, dass die Erinnerung an die Anfangs-
konfiguration schnell verschwindet. Man kann sich also darauf beschréanken,
dass man alle Konfigurationen betrachtet, die mit den Erhaltungsgréfien des
Systems vereinbar sind. Fiir das endliche abgeschlossene System ist dies die
Energie.

Das Mikrokanonische Ensemble umfasst also die Gesamtheit aller Zustande
mit Energie F. Die Eigenschaften des Ensembles ergeben sich aus:

lim Q(E)SE = / dPdQ |

dE—0
E<H(GQ,P)<E+E

wobei H(Q, P) die Hamiltonfunktion des Systems bezeichnet.
Wir konnen mit Hilfe der Stufenfunktion:

@<x):{o L2 <0

1 ,2>0

das Phasenraumvolumen Q(F) als Ableitung darstellen. Damit ergibt sich:

Q(E)SE = / dPdQ
E<H(G,P)<E+§E
- /dﬁd@’ [O(E +6E — H) — O(E — H)]

B Lo
zéEa—E/deQ@(E—H).
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Bemerkungen:
(i) Die Ableitung gilt fiir konstantes V, N.
(ii) Man kann Q(E) wegen 20(z) = 6(z) durch:

Q(E) = / dQdP §(E — H(P,Q))

darstellen.

Erwartungswerte von Observablen O(Q, P) im Mikrokanonischen Ensemble
ergeben sich aus:

0(Q, P) dQdP

§
=
I
=
Gl
=%
&S
—

E<H(Q,P)<E+3E
]_ a — — — —
= —— PO(EF—-H P

) o L ..
- 95 /deP §(F — H(Q, P)) O(Q, P) .

Es ist wichtig zu beachten, dass im Mikrokanonischen Ensemble alle Zusténde,
die mit den Erhaltungsgrofien kompatibel sind, das gleiche Gewicht haben.
Diese Forderung léasst sich in der Tat fiir viele Systeme begriinden. Wir wol-
len sie im Rahmen dieser Vorlesung postulieren und die Konsequenzen fiir
ein ideales Gas betrachten.

2.2 Das ideale Gas im Mikrokanonischen Ensemble

Wenn die Statistische Mechanik konkrete Vorhersagen machen will, so muss
sie sich auf konkrete Modelle festlegen. Ein solches Modellsystem haben wir
mit dem Random Walk im vergangenen Abschnitt kennengelernt. Von dhn-
lich wichtiger Bedeutung ist das monoatomare ideale Gas.

Das ideale Gas beschreibt Atome als punktférmig und nicht wechselwirkend.
Damit héngt die Energie einer Konfiguration nicht von den Teilchenpositio-
nen ab, so dass man Orts- und Impulsvariable getrennt voneinander betrach-
ten kann.

Ortsraum
Wahrscheinlichkeitsdichte p(@) mit i pdQ =1

1

:P(Q) YN
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Bemerkung:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist fiir alle Konfigurationen gleich, auch
dann, wenn sie exotisch erscheinen.

Beispiel: Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit, dass sich alle N Teilchen
in einer Hélfte der Box befinden. Dies ist eine Konfiguration, die
unserer Alltagserfahrung widerspricht, aber mit der gleichen Dich-
te auftritt wie Konfigurationen, die das gesamte Volumen homogen
fiillen. Das Phasenraumvolumen fiir diese Konfiguration betragt:
(Lx Lx L)Y =27 NVN,

Damit verschwindet also das relative Gewicht dieser Konfigurati-
on wie 27 so dass sie fiir 6,02 - 10%* Teilchen (Avogadro-Zahl)
zu vernachléssigen sind.

Zur weiteren Veranschaulichung betrachten wir die Wahrscheinlichkeit
(N+m) aus 2N Teilchen in einem Teilvolumen zu finden. Fiir unterscheidbare
Teilchen ergeben sich daraus 22V Moglichkeiten, die Teilchen auf die beiden
Teilvolumina zu verteilen.

#(Moglichkeiten (N + m) Teilchen in einer Hélfte zu finden)

P, =
Gesamtzahl der Moglichkeiten
2N
o (N+m)
92N
yen (2N

(N +m)!(N —m)!

Mit der Stirling-Formel:

erhalten wir:

9— 2N( )
T () (5

N*M(N +m)~ <N+m>(N m)~Vm
()0

(=) =R 0+5) " (-5)
(%) (%) 00"

m )N’m




Mit % < 1und 1 — e = exp(e) (e < 1) erhalten wir:

P, ~ <e_m2/N2)N (em/N) - (e_m/N)m

2
~ FPyexp (—%) :

Aus der Normierung erhalten wir schlieflich im Rahmen dieser Néherung:

1 m?
P = - _
. \/WNGXP( N),
N

d.h. die Fluktuationen sind gaufiverteilt mit Standardabweichung o = \/;

und der relativen Schwankung % = \/%Tv < 1. Dies ist fiir 10*® Teilchen eine
sehr kleine Grofe.

Impulsraum

Kinetische Energie des Systems:

Z —MV2 = — (gleiche Massen fiir die Teilchen)
—~2 2m

Die Koordinaten des Impulses liegen also auf einer Kugeloberfliche im 3/N-
dimensionalen Raum mit Radius R = v2mFE. Die Hypersphére wird mit
S2N=1 hezeichnet. Das Volumen, das innerhalb einer solchen (I — 1)-Sphire
liegt, ist gerade das einer Kugel K) mit Radius R, die im l-dimensionalen
Raum eingebettet ist. Es berechnet sich mithilfe der Formel:

Rl
u(KR) = 72
" (3)!

Bemerkungen:

(i) Werte fiir halbzahlige Fakultéten ergeben sich aus der I'-Funktion. Die
[-Funktion hat die definierenden Eigenschaften:

F'H)=1, T'(z+1)=2I'2) = I'(z) =(z—1)!

Eine geeignete Definition der I'-Funktion ist die folgende:

o0

['(z) = /ettZ1dt

0
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Aus dieser Definition erhalten wir I'(3) = /7 und somit:

3 1 1
() -2 ()

(ii) Die Volumenformel ldsst sich durch Induktion beweisen, worauf wir an
dieser Stelle verzichten wollen. Man kann sich aber leicht davon {iber-
zeugen, dass sich in niedrigen Dimensionen die erwarteten Ergebnisse
ergeben.

Fiir einen Kreis ergibt sich beispielsweise die Flache:
R2

n(K3) = W@ =R’

und fiir das Volumen einer Kugel im dreidimensionalen Raum:

R3 4
,LL(K?%) =T @:g’ﬂ'Rg .

[SI[9Y)

wobei wir (2)!' =32 (3)! = 2/7 genutzt haben

Fiir unser Ausgangsproblem miissen wir das Volumen der Kugeloberfliche
zwischen F und F + 0 F bestimmen:

Volumen der Kugelschale
QF(E) = SE

3N . 3N
H (Kw /2m(E+6E)) H (K\/?mE)
B §E
an (K%p)  omn™ g2
dE ()

2

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Realisierung des Vektors
P zu finden, gegeben durch ﬁ Wenn wir nun die x-Komponente des
Impulses von Atom 1 zu p; wahlen, ergibt sich:

du (K3N1 ) 3N—1 =apn_ 3
P V2mE—p? 2mm 2 B3N
Q, (F) = =

dE (3= —1)! |
B QII’Dl (E) R2 3N B R? P 8y
= p(p1) = X —— =1 "=
QF(E) R3R3N  R3 2mE
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Damit ist fiir groBe N der Wert von p(p;) nur fiir p? < 2mFE verschieden
von Null. Mit

R? 1 1 41 p? 1 ( ) p%
—_— = = un — = — € R exX —€) = X —
™ R \omE omE P P\ "omE

erhalten wir:

(1) 1 —p? 3N
X —F——=€X i .
P e St E P om 2B

Die Proportionalitédtskonstante erhalten wir aus der Norm, so dass:

() 1 . (—p? 3N>
p\P1) = Xp - | -
2F 2m 2F
27Tm3—N

Wir haben also die Verteilungsfunktion der Impulskomponenten bestimmt,
ohne dass wir explizit Trajektorien von Teilchen betrachtet haben. Wir sehen
weiterhin, dass das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichte sehr scharf um
,0% gepeakt ist, wenn man 0p ~ +./2mFE/3N mit den mdoglichen Werten
zwischen +v/2mFE vergleicht.

2.3 Was ist die Temperatur?

Aus der Alltagserfahrung wissen wir, dass Warme von einem heifleren zu
einem kiihleren Korper fliefit. Die Frage ist nun, ob das mikrokanonische En-
semble, in dem alle Konfigurationen die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen,
diesen Sachverhalt wiedergibt.

Wir betrachten dazu ein makroskopisches System, das wir in zwei Teilsysteme
unterteilen kénnen. Es seien (Vi, N1) und (Va, N3) erhalten. Energetisch seien
die beiden Teilsysteme schwach gekoppelt, d.h. wir konnen die Abhéngigkeit
der Energie F;, vom konkreten Zustand des Teilsystems 2 vernachléssigen.
Gegeben sei nun ein Zustand des Gesamtsystems (sg, $2), also ein Paar von
Zustidnden zu £ = E; + Ey. Damit wird s; mit der Wahrscheinlichkeitsdichte:

p(Sl) X QQ(E — El)
auftreten. Umgekehrt gilt:
p(s2) x Qi (E — Ey) .

Das gesamte Phasenraumvolumen des Systems ist offenbar durch:
Q(E) = /dEl Ql(El)QQ(E - El)
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gegeben. Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte aller Zustédnde
sy zu Fy:
O (E)Q0(E — EY)
B —
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist fiir makroskopische Systeme scharf um ihr
Maximum um E} gepeakt, d.h. Q(F) wird durch das Maximum des Inte-
granden bestimmt.
Die Lage des Maximums ergibt sich aus:

dSy dQdy dEy |

Q 2, =0

dE, > B B, T

—~—

=—1

so dass fiir das Maximum FEj gilt:

1 d&y
O dE;y

1 d
g dE

E—E}
Wir fithren nun mit der Grofle:
Sequﬂ(E) - kB 10g(Q(E))

die Gleichgewichtsentropie ein, die die Eigenschaft besitzt, dass sie linear
mit der Systemgrofie wichst - genauso wie die Energie, das Volumen oder die
Teilchenzahl. Bei solchen Gréfien spricht man von extensiven thermodyna-
mischen Variablen. Bei Grofien wie der Temperatur oder dem Druck spricht
man dagegen von intensiven Variablen.

Fithrt man nun die Maximumsbedingung fiir die Entropie aus, ergibt sich:

d dS; dSs
—(S1(F So(E —Ey)) = —| — — =0
dEl( 1(Er) + Sa( 1) dE: |y dEs |y . ;
also % = % im thermischen Gleichgewicht.
Fiir das ideale Gas sehen wir, dass % mit wachsender Energie des Systems

abnimmt. Eine sinnvolle Definition der Temperatur ist daher:

1 0S

T  OE

V,N
Bemerkungen:

(i) Fiir eine gegebene Temperatur fiithrt die Zufuhr der Energie 0 E an das
Teilsystem 1 zu einem Entropieriickgang 6.5 = ‘%E des angekoppelten
Systems.
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(ii) Die Rolle des schwach angekoppelten Systems iibernimmt die Umge-
bung eines thermodynamischen Systems. Man spricht auch von einem
Wirmebad (— kanonisches Ensemble). Die Eigenschaften des Systems
hiangen (fiir diese Art der Kopplung) nur von der Temperatur des
Wiérmebads ab.

2.4 Druck und chemisches Potential

Die Entropie S(E,V, N) ist das erste Beispiel eines thermodynamischen Po-
tentials. Vollig dquivalent dazu ist die Energie des Systems F(.S, V, N), die ein
weiteres thermodynamisches Potential darstellt. Mit der Temperatur haben
wir eine intensive Variable eingefiihrt, die man als Ableitung der Entropie
darstellen kann. Es ist nun naheliegend zu fragen, welche Bedeutung die bei-
den anderen Ableitungen besitzen.

Wir betrachten wieder kleine Anderungen zwischen zwei Subsystemen:

Ag— (95 0% N Ap, (95 _ 9% AV
OE, V,N OE, V,N oV E,N Vs E,N
051 0S5
T+ = -5 AN
(2, - 2. )

Neben der bereits bekannten Definition der Temperatur erhalten wir auf diese
Weise den Druck und das chemische Potential:
p 0S

Druck: 2 .= 22
e 7= oy

oS
chemisches Potential: — % = AN

E.N EV

Diese Definitionen sind etwas ungewohnlich. Um die iiblichen Definitionen
der thermodynamischen Variablen zu erhalten, benutzen wir die Beziehung

(f = f(xay)):
af| Ox| Oy

o:l, al, a1
Wir betrachten nun S(E, V') fiir festes N:

=-—1.

xz

0S| av) eBl w1\,
8VE,N 8ES,N oS e g—g‘sw
E
bzw. p:—g—v )
S,N
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Damit beschreibt der Druck die negativen Energiekosten pro Volumen bei
konstanter Entropie. Analog ergibt sich fiir das chemische Potential:

g O5) oNpoBy o pf 1 g
ON|gy OF|gy 0S|y T g—ﬁ&v
E
bzw. ,uzg—N .
A%

Das chemische Potential beschreibt also die Kosten fiir das Hinzufiigen eines
Teilchens bei festem Volumen und fester Entropie.

2.5 Thermodynamische Groflen fiir das ideale Gas

Wir haben das Phasenraumvolumen des idealen Gases bestimmt zu:

3N (2rmE)®

QE)=VN 2

25 ()
%

~ N (2rmE)
- ()"
> )!
Bemerkung:
Den Faktor 3N/2E kann man vernachlissigen, da er die Entropie nur
durch zwei Drittel der Energie pro Teilchen dividiert. Fiir sehr grofie Sys-
teme wird dieser Wert annéhernd konstant und tritt als verhéltnismé&Big

verschwindender Summand in der Entropie auf.

Damit ergibt sich fiir die Entropie:

S(E) = NkgIn(V) + 3]\; L In(2rmE) — kg In ([g] !)
1 0S|  3Nkg p 08

N _ Nkg
T  9E|,y 2E T OVgy

%

E,N
Damit erhalten wir also fiir die Fnergie pro Teilchen:

E 3 1 o
N §kBT bzw. §kBT pro Freiheitsgrad

und die Zustandsgleichung:
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Korrekturen aus der Quantenmechanik:

(i)

Mit der bisherigen Definition hat das Phasenraumvolumen die Dimen-
sion ([Impuls][Lange])*Y, so dass Anderungen der Einheiten zu exten-
siven Korrekturkonstanten fithren. Es ist daher giinstiger, ein dimensi-
onsloses Phasenraumvolumen zu wéhlen und unsere urspriingliche De-
finition durch h*Y zu teilen.

Aus der Quantenmechanik wissen wir, dass identische Teilchen unun-
terscheidbar sind. Damit tragen Permutationen der Teilchen nicht zum
Phasenraumvolumen bei, so dass wir (F) durch N! zu teilen haben.

Insgesamt ergibt sich also fiir das Phasenraumvolumen:

dPdQ
UB) = / h3N N1
E<H(P,Q)<E+E

Fiir das ideale Gas ergibt sich damit:

S(E) = Nkyn l%(QWmE)g} ~ kgln [N! (g)v}

Wenden wir nun die Stirling-Formel In(N!) ~ NIn N — N an, so folgt:

3
) Vo [4mmE\?
3 3
= S = Nkgp §—ln(p/\) ,

h

mit p = 3 und der thermischen deBroglie-Wellenlinge X I
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3 Entropie

3.1 Entropie und Irreversibilitit

Die Entropie spielt bei der Effizienz von Verbrennungsmotoren eine entschei-
dende Rolle, da nur ein Teil der Energie in mechanische Arbeit umgewandelt
werden kann. Ein Motor, der nur auf reversiblen thermodynamischen Pro-
zessen beruht (also Prozessen, in denen das System immer im Gleichgewicht
bleibt), besitzt eine optimale Effizienz.

Carnot hat den Prototypen eines solchen Motors definiert:

. <P

o lQ2 *||<«P
N\ s

Abbildung 5: Carnot-Prozess

In dem System laufen folgende Prozesse ab:

(i) Das komprimierte Gas wird mit dem Warmebad in Kontakt gebracht,
der Kolben bewegt sich bei verdnderlichem Druck nach auflen, die
Wéarmemenge (); wird aufgebracht, um das Reservoir auf konstanter
Temperatur 7T zu halten.

(ii) Der Kolben bewegt sich weiter nach aufien, ohne dass dem Gas Wérme-
energie zugefithrt wird = Abkiihlen des Gases auf T,

(iii) Das Gas wird komprimiert und durch Abgabe der Warmemenge @5 auf
konstanter Temperatur gehalten

(iv) Das Gas wird weiter komprimiert (ohne Abgabe von Wérme) und auf
die Temperatur 7 gebracht.

Bemerkung:
Da die Aufnahme und Abgabe von Wiarme isotherm verlduft sind alle
Schritte in diesem Kreisprozess reversibel.

Energieerhaltung: Die Differenz der Warmemenge muss der geleisteten Arbeit
entsprechen, also Q1 = Qo + W.
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Veranschaulichung des Prozesses:

Pressure P
&
o
3
k=]
=]
(¢
v
w2

Heat Out 0,
Volume V

Abbildung 6: Carnot-Diagramm

Die geleistete Arbeit entspricht der schattierten Fliche im pV-Diagramm:

%pdV

Wenn wir nun annehmen, dass wir ein ideales Gas als Arbeitssubstanz haben,
gilt:
b
3 3
leEb_Ea—i_Wab:ipb‘/b_ipa‘/a_'_ pdv

a

Wegen p,V, = NkgT = p,V, gilt:

b
NkgTy Vi
Q1 / % B 1H(V>

a

Analog fiir den Schritt von ¢ nach d:

v,
Qs = NkTyIn (Vd)

C

Bei den beiden iibrigen Prozessen wird die mechanische Energie in innere
Energie umgesetzt, d.h.

NkgT 3

—pdV =dE dV = SNk dT .
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Damit erhalten wir:
[ dv v, / 3dT 3. (T,
—=h|(=)|=[] —==—=—In|=
|4 Wy 2T 2 T
b b
V. T, 3 Vv T 3
= (VIC)) = (ﬁ) und analog fiir Pfad von d nach a (%) = (ﬁ)

Ve Vi Ve Vi

ey [ 2d & el [ 10
- (Vb) (V> (w) (V)

Damit erhalten wir das fundamentale Gesetz fiir den Warmefluss eines re-
versiblen Motors:
@ _ Q@

i Ty
Bemerkung:
Durch die Grofle % wird die Entropiednderung angegeben. Beim rever-
siblen Carnot-Prozess gleichen sich Entropiezufuhr aus dem 1. Reservoir

mit der Entropieabgabe in das 2. Reservoir aus. Durch den Prozess wird
also keine Entropie erzeugt!

3.2 Entropie als Maf} fiir die Unordnung
3.2.1 Mischungsentropie

@) v ® gV @ O o 2v
O O ) o ® .OO

o O ole ..-’ o o®

o O ® ® o © e ©
N/2 N/2 N

Abbildung 7: Mischungsentropie

Wir betrachten einen Container, der mit zwei verschiedenen Teilchensorten
gefiillt ist. Zunéchst sind die Teilchen auf verschiedene Teilvolumina aufge-
teilt, so dass der Volumenanteil der Entropie die folgende Form hat:

VN/2
s =240 (7
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Fiir den gemischten Zustand steht aber gleichen Teilchen das Volumen 2V
zur Verfiigung, so dass wir fiir die Entropiedifferenz zwischen gemischtem
und entmischtem Zustand erhalten:

AS = S(b) - S(a) = N]{ZB 111(2)

Wir gewinnen also bei der zufilligen Platzierung der Atome in die Box die
Entropie kg In(2) pro Teilchen.

Bemerkung:
Durch den Faktor N! erreichen wir, dass wir bei einer Teilchensorte die
gleiche Entropie fiir das System mit oder ohne Wand erhalten.

Allgemeiner kann man auch eine , Abzdihlentropie*
Seont = kp log(Konfigurationsanzahl)

fiir Systeme mit gleichwahrscheinlichen abzdhlbar vielen Konfigurationen de-
finieren. Eine diskrete Anzahl von Moglichkeiten ergibt sich h#ufig in der
statistischen Mechanik, insbesondere fiir quantenmechanische Systeme. Die
Mischungsentropie kann auch Arbeit leisten. Wenn wir ausgehend von einer
entmischten Konfiguration die Wand als durchléssig fiir die Teilchensorte x
aber als undurchléssig fiir die Teilchensorte o (semipermeabel) konstruieren,
wird sich eine Druckdifferenz zwischen den Teilvolumina aufbauen, die zur
Verrichtung mechanischer Arbeit verwendet werden kann.

3.2.2 Restentropie von Gliasern: Pfade, die nicht gegangen werden

kristalline Festkorper:

Anordnung der Atome in einer festen Kristallstruktur.

Glaser:

Bei jedem Erstarren aus der Schmelze werden unterschiedliche Strukturen
erreicht.

= Auch bei der Temperatur 0 verschwindet die Entropie nicht, sondern
nimmt den Wert S = kpln(Qars) an, wobei {glas die Anzahl der Konfi-
gurationen bei 7' = 0 angibt.

Was ist also ein Glas?

e Man kann sich ein Glas vorstellen als eine Fliissigkeit, die die Fahigkeit
zum FlieBen verloren hat.

e Strukturell ist ein Glas nicht von einer Fliissigkeit zu unterscheiden, es
ist aber gleichzeitig fest wie ein Kristall.
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e Gléser sind nicht im Gleichgewicht, da sie zu schnell abgekiihlt wurden,
um zu equilibrieren.

Messung der Restentropie
Die Restentropie kann bestimmt werden, indem man die Entropie der Fliissig-
keit im Gleichgewicht abschétzt und den Energiefluss misst.

t

1d
Srest = Sr1(17) — / Td_cfdt tT7?
to
T .
1
= Su(T)) _/fd_ng

0

Die Restentropie von realen Glasern ist von der Ordnung kp/Atom.

= Die Zahl der Grundzusténde fiir die Gléser ist enorm. Um diese Zahl theo-
retisch abzuschétzen, kann man folgendes Modell betrachten: Das Glas sei
ein System unabhéngiger Teilchen, die einen inneren Freiheitsgrad besitzen.
Die Dynamik des Freiheitsgrades werde durch ein Doppelmuldenpotential
beschrieben.

Abbildung 8: Doppelmuldenpotential

Die beiden Potentialminima werden durch eine Energiebarriere V; getrennt.
Die Ubergangsrate zwischen den Energieminima nimmt mit geringer wer-
dender Temperatur ab. = Ab einer Temperatur T} friert fiir eine gegebene
Kiihlrate der Freiheitsgrad g; ein. Die Besetzungswahrscheinlichkeiten KZ»(l)
und KZ»(Z) fiir die Minima sind gegeben durch:

K-(Q) _ K'(l)ef&/kBTi )
Wenn wir annehmen, dass ¢; < kgT;, dann gilt K l.(l) ~ 1(2).
Damit trégt jeder eingefrorene Freiheitsgrad etwa kg log(2) zur Restentropie
bei.
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3.3 Entropie als Maf fiir die Unkenntnis

In der mikrokanonischen Gesamtheit haben wir maximale Unkenntnis iiber
das System vorausgesetzt, indem wir angenommen haben, dass alle mogli-
chen Zusténde gleich wahrscheinlich sind. Hier wollen wir Verallgemeinerun-
gen zulassen, fiir die Zustinde mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
auftreten.

3.3.1 Nichtgleichgewichtsentropie

Im Allgemeinen wird unsere unvollstéindige Kenntnis {iber ein System durch
eine Verteilungsfunktion p beschrieben.

System mit M Zusténden: S = kg In(M)

=p; = % Wahrscheinlichkeit den Zustand 7 zu finden, unter der Vorausset-
zung, dass alle Zustdnde gleich wahrscheinlich sind.

Damit kénnen wir die Entropie in der Form:

S(M) = —kpIn (%) — ey In(pi)

schreiben. Falls die p; nicht konstant sind, verallgemeinert sich die Entropie
Zu:

Sdiskret = —kB <111 (pz)> = —kp Zpi In (pz) .

Dies ist die korrekte Form der Entropie fiir Nichtgleichgewichtssysteme, die
sich fiir kontinuierliche Variablen schreiben ldsst als:

Shoneq = —kp (In(p)) = —k:B/pln(p) N!im Nenner von § (vgl. Ergebnis von S.29)7

d3Nq d3Np oo .
—kte [ T oGP welG P
E<H(G,P)<E+A

Mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichte der mikrokanonischen Ge-
samtheit stimmt die obige Definition mit der bisherigen Definition der Entro-
pie iiberein. Fiir ein Quantensystem ist die Entropie gegeben durch:

Squanten - _kB TI'(p In p)

3.3.2 Informationsentropie

Der Begrift der Entropie ist nicht nur fiir thermodynamische Systeme von
Bedeutung. Entropie als Maf fiir die Unkenntnis ist z.B. bei der Rekonstruk-
tion von verrauschten Bildern von Bedeutung. Daher bietet es sich an, die
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Entropie in Einheiten von Bits zu messen:

Ss = —kg Zpi logp; = — sz’ log, pi

wobei kg = (log(2))™" (Shannon-Entropie).
Der Nutzen der Entropie hingt von drei wichtigen Eigenschaften der Entropie

ab:
(i)

(i)

Die Entropie muss maximal sein, wenn die Zusténde die gleiche Wahr-
scheinlichkeit besitzen:

1.
,...,%) > S (p1,...,pa) (,="falls p; = = Vi)

S( O

Ql=

Da f(p) = —plog, p eine konkave Funktion ist (f”(p) = —% <0

Vp > 0), gilt:
ézk:f(pk) > f (é;pk>

Damit erhalten wir:

S(pr,....pa) = —ks > pelogpr = ks Y _ f(pr)
k k
<ka<lz ) k;Qf(1>
< ks =) Pk | =Ks =
Q< Q
Q
1 1 1 1
:—ksgﬁlog(ﬁ):SS(ﬁ,,ﬁ) s

also die gewiinschte Figenschaft der Entropie.

Die Entropie éndert sich durch Hinzufiigen von Zustdnden mit ver-
schwindenden Wahrscheinlichkeiten nicht, d.h.

Sl(pb e 7109—1,0) = Sl(pla - apQ—l) .

Dieses Resultat gilt, da limplogp =0 .
p—0

Fir bedingte Wahrscheinlichkeiten dndert sich die Entropie!

Zunichst benotigen wir das Konzept der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten: Gewohnlich betrachtet man die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
Ereignis eintritt. Man kann aber auch Fragen stellen wie: ,Wie grof}
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Ay unter der Voraussetzung,
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das B eingetreten ist?*

Eine solche bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnen wir mit P(Ag|B;).
Wenn wir mit P(Ay, B;) = iy die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, dass
A und B; zutreffen, erhalten wir:

P(Aw, By) = P(Ax) P(Bi|Ay) = P(B;) P(Ak|By)

Es sei nun:

P(Ak,Bl) Tkl
Ckl ( k| l) P(Bl) ql 9

wobei P(B;) = ¢;. Wenn wir nun fiir einen gegebenen Ausgangszustand
By iiber alle Folgeereignisse summieren, erhalten wir:

ZP(Ak|Bl) = chl = 1

Wenn wir nun die Bilanz iiber die Unkenntnis ziehen, gilt:

Si(A) = Si(p1,...,pq) fir die Unkenntnis iiber die Q2 Folgezustinde
und S;(B) = Si(qu, - .., qun) fiir die Unkenntnis bzgl. der M Ausgangs-
zustéande.

Damit erhalten wir fiir die Q2 x M Gesamtzustande die Unkenntnis:
S[(AB) = S[(?"ll, T12,.-.,T21,... ,TQM)
= 51(011%, C1242, . . . 7CQMQM)

Wenn wir nun aber die Ausgangskonfigurationen B; kennen, reduziert
sich die Unkenntnis zu:

S[(ABl) = SI(Cll; . 7CQZ)

Die mittlere Unkenntnis bei Information {iber den Ausgangszustand ist
gegeben durch:

(SH(AIB))g = Y aiSi(A|By) ,

wobei ¢; die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand B; angibt. Damit lasst
sich eine dritte Forderung an die Shannon-Entropie formulieren: Wir
erwarten, dass durch:

(51(A|B1)) g = Si(A, B) = S1(B) OF

d.h. das Ma$ fiir die Unkenntnis des Ereignisses A und B wird im Mittel
um S;(B) reduziert, wenn wir Kenntnis iiber den Ausgangszustand
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besitzen.

Wir wollen nun iiberpriifen, ob die Shannon-Entropie die Bedingung
(*) erfillt. Es gllt Ss(A|Bl) = —kJS Zl Ckl log Ckl

= SS<AB) = —k’s Z Criqi lOg(Cqul> (alle Kombinationen)
k,l

= —kg (Z crqr [log cxy + log ql])

k.l

= Z q <—k‘g Z cr log Ckl) —ks Z q log q Z Cki
l k l k

- 7

~
=Ss(AlBy) =1

= (Ss(A[By) g + 95(B)

Bemerkung:

Wenn A und B unkorreliert sind, wird der Ausgang einer Messung
zu A nicht von B beeinflusst. Es gilt dann S;(A|B;) = S(A) und

die Entropie verhélt sich extensiv.
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4 Freie Energien

Bislang haben wir immer Systeme betrachtet, die von der Umwelt vollkom-
men isoliert sind. Reale Systeme sind aber in eine Umgebung eingebettet, mit
der sie im thermischen Kontakt sind. Wenn wir solche Systeme analysieren,
ziehen wir die Umgebung nicht explizit in Betracht, d.h. wir beschreiben das
mechanische Gesamtsystem nur noch teilweise.

Je nach Art des Kontakts unterscheiden wir zwischen dem kanonischen
Ensemble und dem grof3kanonischen Ensemble. Beim kanonischen En-
semble kann das System mit einem Wiarmebad Energie austauschen. Mit dem
kanonischen Ensemble assoziiert ist die so genannte Helmholtz Freie Ener-
gie. Wenn man dariiber hinaus auch noch einen Teilchenaustausch mit dem
Waérmebad zulésst, spricht man vom groffkanonischen Ensemble, dem auch
eine freie Energie zugeordnet wird.

Neben der Ankopplung an ein Wirmebad geht man héufig zu effektiven
Beschreibungen iiber, bei denen man nur diejenigen Freiheitsgrade beriick-
sichtigt, die die Systemeigenschaften vornehmlich beeinflussen.

4.1 Die kanonische Gesamtheit

Die kanonische Gesamtheit beschreibt das System bei einer festen Tempera-
tur T'. Bei der Einfithrung der Temperatur hatten wir ein System betrachtet,
das aus zwei Teilsystemen besteht, die Energie miteinander austauschen. Die
Koordinaten in den Einzelsystemen seien Q1 und P1 bzw. QQ und Pg

Im Gegensatz zu der vorherigen Analyse nehmen wir nun aber an, dass das
zweite System grof ist und als Wirmebad fiir das zu analysierende System
dient.

System Wairmebad
T
E,V,N, E,V,N,
gk 0,8

Die Dichteverteilungsfunktion des Gesamtsystems wird durch:
p(Q,P) = p(@Q1, Pr,Qs, P)
beschrieben.
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In der kanonischen Gesamtheit kommt der Zustandssumme:
1 ) A B
IN(TV) = o / / a*y d*) e~ PHIQF)

eine dhnliche Bedeutung wie dem Phasenraumvolumen zu.
Mit der thermischen deBroglie-Wellenlénge:

h

AT) = V2rmkgT

- = N p2 —
gilt fiir Hamiltonfunktionen der Form H(Q, P) = > 2P;n +V(Q):
i=1

1 "
T — BNy e BV(Q)

N = TN / e

7
Diese einfache Form ergibt sich aus der Faktorisierung der Impulsintegration
fiir ortsabhéngige Potentiale.
Durch die Zustandssumme kénnen wir auch in einfacher Weise den Mittelwert
der Energie bestimmen:
(E) = — 0 InZn(T,V)
- 86 N )

Im Gegensatz zur mikrokanonischen Gesamtheit stellt (£) einen echten Mit-
telwert dar (fiir gegebenes H, V, N), der von der Temperatur bestimmt wird.
Fiir den Druck des Systems ergibt sich:

ok 10
=—(=—)===—InZyN(T,V
Die Freie Energie (auch: Helmholtz Freie Energie) ist das thermodyna-
mische Potential der kanonischen Gesamtheit und nicht die innere Energie.
Sie ist definiert durch:

AT, V,N) = —kgTIn Zy(T,V)
Der Vergleich mit dem mikrokanonischen Ensemble ergibt:

mikrokanonisch ‘ kanonisch
S=S(E,V,N) A=A(T,V,N)
S:k'Bth(E,V) A:—k'BTIIlZN(T,V)
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Im Rahmen der Statistischen Mechanik kénnen wir auch zeigen, dass die
spezifische Wirme cy eine positive Grofe ist:

CV:CVN: (0<E>) :—EQIDZN(T,V)
V.N

oT T 08
0? 0 1 02y
_ 2 7 — 2 7 [ ZZN
= kel g In iy = ksl ag (ZN 8ﬁ)
g | 1P L (02’
PPl zy 02 23 \ 0B

— ki ((E2) — (B)") > 0

Damit konnen wir die Energieschwankungen des Systems abschétzen:

E?) — (E)? 5oVN
(AL) - (E?) ()Z\/C’VkBT L Ny

(E) (E)aen VN

(gilt nicht in der Ndhe von Phaseniibergéingen)
Die zentrale Rolle der Freien Energie fiir das kanonische Ensemble wurde
bereits deutlich. Es ergibt sich ferner:

A(T,V,N)=—kgTInZy =(E) - TS
Die Entropie ist die Ableitung von A nach T"

0A OkgTIn Z dlnZ 0p
i IR ek Y T N A o
T |y v aT B B985 aT

E
:—kBan—<T>:S

Warum Freie Energie?

e Dimension einer Energie wegen kg1’

e Energie des Systems, die zur Verfiigung steht, um Arbeit zu leisten
Bemerkungen:

(i) Wenn man analytische Ausdriicke fiir Zn(7,V) bzw. A(T,V, N) her-
leiten kann, ist das System vollstandig charakterisiert, da die weiteren
thermodynamischen Gréflen durch einfache analytische Operationen zu
gewinnen sind.
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(ii) Der Vorteil des kanonischen Ensembles liegt darin, dass die Zustands-
summe faktorisiert, wenn die Hamilton-Funktion in unabhéngige Teile
zerlegt werden kann.

Beispiele:

(i) ideales Gas:

1 3N 1 L 0o
_— Z —Ba
ZN—N,”1 h/dqa/dpae 2
o= 0 —00

mit /dpa efcpa = \/E und c¢ = ﬁ
c 2m

1 (L 2w\ 1 I\
~ NI\RV B SN

h
it = ———
i J2rmknT
Oln Zy B 3
E) = — = ———In(B873V?) = SNkpT
Ahnlich:
3 : N
A= —kgTInZy ~ NkgT(In(pA°) —1) mit p= v
A 5 5
S = _8_T == N]CB (5 —ln(p)\ ))

(ii) klassischer Oszillator:
Hamiltonfunktion H = % + %mw2q2

177 1 [2r [2am 1
_ ! o _ 1 | [2mm
Z h/dq/dpe h'\ Bmw? 15 Bhw
hw

= A,(T) = —kgTIn 7, = kgTn (—)

kT
dln Z 1 1
= (E), (T) = - 8512521@7
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4.2 Die groflkanonische Gesamtheit

Im Fall der groffkanonischen Gesamtheit betrachtet man Systeme, die mit
der Umgebung sowohl Teilchen als auch Energie austauschen kénnen.

< ;AE
System Reservoir
@, (T}.V, 1) T, u
o c:) OO
°. ‘ wAN
\ 4 °

Wir betrachten das System im Zustand S mit der Energie Eg und der Teil-
chenzahl Ng. Das System ist an ein Reservoir gekoppelt mit der Energie
FEr = E — Eg und der Teilchenzahl Nz = N — Ng. Analog zu den Uberle-
gungen zur kanonischen Gesamtheit erhalten wir fiir die Dichtefunktion:

pns(@s,Ds) ~ Qn_ng(E — Eg, Vi)

Wenn wir wiederum annehmen, dass Fg < Er und Ng < Ng, kénnen wir
das Phasenraumvolumen entwickeln, so dass:

kgInQn_ny(E — Es, Vi) = Sp(ER, Vg, Nr)

8SR> (asR)

~ Sp(E, Vg, N) — E ~Ng [ 228

r(E Vi, N) = S(aER v U\ONR) v
%,_/ ~—_————

1
T

Es  uNg
_g _ =5 HYs
e

Damit erhalten wir also insgesamt:
(G, Ps) ~ e PUH@s,Ps)=pNs)

und es folgt fiir die gro3kanonische Zustandssumme:

Zy(T,V,p) = ZthNl/dS A e PR uN)_ZZNZNTW

wobei mit z = e’# die sogenannte Fugazitit bezeichnet wird.
Das zugehorige grof3kanonische Potential lautet:

(T, V, 1) = —kgTIn Z, = (E) — TS — uN
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Das groflkanonische Potential hat die gleiche Bedeutung wie die Helmholtz
Freie Energie fiir das kanonische Ensemble. Die groflkanonische Gesamtheit
ist insbesondere fiir nicht wechselwirkende Quantensysteme vorteilhaft ein-
setzbar. Um uns mit der groffkanonischen Gesamtheit vertraut zu machen,
berechnen wir die Teilchenzahlfluktuationen in einem beliebigen System mit
abzahlbar vielen Zusténden:

> Npe PEn=eNe) kT 9z, 0D
> e BEn—uNe) 7 g Op

(N)

Genauso wie die Energiefluktuationen und die spezifische Warme in Zusam-
menhang stehen, kann man zeigen, dass die Teilchenzahlfluktuationen mit
der Anderung der mittleren Teilchenzahl durch Variation des chemischen
Potentials in Verbindung stehen:

O(N) _ 0 5, Nye "Enm)

o Op Zy,
1 (3, Nype PEn—sNm))? 1 S N2 =B =)
Tz kT T kT Z,
1

= o () = (N)) = 5 {(V = (V))?)

4.3 Anschluss an die Thermodynamik

Nachdem wir die verschiedenen Gesamtheiten im Rahmen der Statistischen
Mechanik diskutiert haben, wollen wir den Zusammenhang mit der Thermo-
dynamik kurz erldautern.

Die Thermodynamik ist eine makroskopische Theorie, die den Zusammen-
hang zwischen Energie und Warme beschreibt. Sie wird durch die Statisti-
sche Mechanik begriindet und ergibt sich im Limes N — oco. Gleichzeitig ist
die Thermodynamik aber auch eine eigensténdige Theorie, die sich aus den
axiomatisch formulierten Hauptsétzen entwickeln ldsst.

(0) Transitivitit des thermischen Gleichgewichts
Wenn zwei Systeme mit einem dritten im thermischen Gleichgewicht
sind, so sind sie auch untereinander im thermischen Gleichgewicht.

(1) Erhaltung der Energie
Die Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systems ist erhalten.

(2) Die Entropie eines abgeschlossenen Systems im thermischen Gleichge-
wicht ist maximal.
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(3) Die Entropie pro Teilchen verschwindet fiir 7" — 0.
Bemerkungen:

(i) Der 0. Hauptsatz ist notwendig fiir eine sinnvolle Definition der Tem-
peratur. Er wurde bei der Einfiihrung der kanonischen Gesamtheit ge-
zeigt.

(ii) Die Energieerhaltung ist zentral, wenn man die in einem System vor-
handene Warme betrachtet. Sie wurde bei der Herleitung der Vertei-
lungsfunktion postuliert.

(iii) Die verschiedenen Arten der Entropieproduktion kénnen genauso wie
die Extremaleigenschaft der Entropie im Gleichgewicht im Rahmen der
Statistischen Mechanik gezeigt werden.

Zentrales Element der Thermodynamik ist die Uberfithrung der verschiede-
nen Potentiale ineinander. Dazu betrachten wir als Beispiel:

A(T,V,N)=E —TS(E,V,N) .

Auf den ersten Blick wiirde man annehmen, dass die Freie Energie auch von
E abhéangt. Wenn wir aber die partielle Ableitung nach F bilden, erhalten
wir:

g—g =1- TR% =1- ;:—1; =0 Tr = T im thermischen GG.
Aus physikalischer Sicht wird solange Energie aus dem System transferiert,
bis A ein Minimum annimmt. Damit ist £ keine unabhéngige Variable (ma-
thematisch: Legendre-Transformation).
Der Zusammenhang zwischen den Potentialen ergibt sich aus den Differenti-
alformen:

dE =TdS — pdV + pdN

9B\ _ o oLy _ oE\
05 ),y \ov)gy P \oN),, "

Fiir die verschiedenen thermodynamischen Potentiale ergibt sich damit:
Freie Energie:

A(T,V,N)=FE TS
dA = d(E — TS) = dE — SdT — TdS
— —SdT — pdV + udN

94y _ ¢ o4y _ 94N\ _
ar )~ 0 \ov ) P \oN ), "
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Gibbs-Energie (Freie Enthalpie):

G(T,p,N) = E — TS +pV
dG = —SdT + Vdp + pdN

0G) (GG) (8G>
ey =-S5 5 a =V ) anr =p
(GT b N o) rn ON /) r,

H(S,p,N)=E +pV
dH =TdS + Vdp + pdN

8H> <8H> (3H)
AN (ZE) —v (2EY) g
( ) p,N ap S,N ON S,p

Groflkanonisches Potential:
O(T,V,u)=FE—-TS — uN =pV
d® = —SdT — pdV — Ndu

00 00 0D
()= (@), = (G,

Enthalpie:

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Abriss iiber die wichtigsten Aspekte
der Thermodynamik gegeben. Einige Gesetzméfligkeiten wurden in den ver-
gangenen Abschnitten besprochen. Hier werden wir die Thermodynamik als

eigensténdige Theorie diskutieren.

4.3.1 Thermodynamische Potentiale

Ein wichtiger Aspekt der Thermodynamik ist, dass sich thermodynamische
Potentiale durch Legendre-Transformationen ineinander iiberfithren lassen.

Erinnerung: Legendre-Transformationen
f(z) sei eine konvexe Funktion, f”(z) > 0.

Durch f'(z(u)) = u wird dann x(u) eindeutig festgelegt und die Funktion
F(z,u) = uxr — f(x) besitzt fiir festes u ein eindeutiges Maximum z(u).

Offenbar ist F'(z(u),u) =0 und F"(z)=—f"(z) <0
Die Legendre-Transformation von f ist dann gegeben durch

g9(u) = ux(u) — f(z(u))
Die Funktion héngt nur von u ab, da

dg = xdu + udxr — f'dr = zdu
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dg d*qg , 1
du a? " () f"(z(u))
Bemerkung:

Die Legendre-Transformation von ¢ fithrt wieder auf f.

Funktionen mehrerer Variablen:
p(xy1,...,zN) sei eine konvexe Funktion mit N Variablen, d.h. die Matrix C'
mit den Matrixelementen C;; = 85 95; ist positiv definit.

Die allgemeine Legendre—TranSformatlon von f ist dann gegeben durch

of

g(ula...,UN):ZuiIi—f(Il,...,fL'N), wobeil uZ:a—xl

= Z {u,dajl + zidu; — } Z zidu;

dg .
3Ui -
0%g 0x;
8ui8uj auj J

Dies fithrt wiederum auf:

Ou; dx;
: =9, D=C"!
Z 8517281‘] ﬁujéuk Z Oz Ouy, L ¢

Wie wir im vergangenen Abschnitt gesehen haben, kénnen wir die Legendre-
Transformation dazu nutzen, die thermodynamischen Potentiale ineinander
iiberzufiihren. Wenn wir die Teilchenzahl festhalten, ergeben sich die Poten-
tiale

Freie Energie:

A=E-TS = A=AT,V) S DA| _

8_T}V:_ avip = P
Enthalpie:
H=E+pV = H=H(S,p) g =T o=V
Gibbs Freie Energie:
G=E-TS+pV = G=G(T,p) g_g'p:_s %_t;T vV
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4.3.2 Maxwell-Relationen

Thermodynamische Variablen lassen sich durch die partiellen Ableitungen

verkniipfen. Aus 3‘9;3’4‘/ = aaxjaAT ergibt sich:
os|  Op
ovi\, or|,
Genauso erhalten wir aus g;—gp = g;—a% die Identitat:
oS B ov
op|p OT »

Bemerkung:
Die obige Wahl der thermodynamischen Potentiale ist historisch bedingt.
Die natiirliche Wahl wéren Legendre-Transformationen der Entropie, so
dass die der Energie assoziierte intensive Variable % wére.

4.3.3 Spezifische Wiarme und andere Response-Funktionen

Betrachtet wird die Anderung der Wirme eines Systems in Abhéngigkeit von
der Temperatur fiir einen quasistatischen Prozess

a8
Cy_Ta_Ty

wobei die Variable y festgehalten wird. Wir unterscheiden

oS OF
Cy = P = —
ory, oT|,
S 0OH
©=T57| = ar
p P
Weitere niitzliche Grofien:
1 oV ‘ :
a=—=— (thermischer Ausdehnungskoeffizient)
vV or|,
Kompressibilitdten
1 oV
Xr =1 W . (isotherme Kompressibilitit)
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1oV
Xs = vV op ;
Die oben genannten Groflen lassen sich miteinander verkniipfen. Dazu be-
trachten wir die Funktion z(z,y), fiir die gilt:
0z

dz—%

(adiabatische Kompressibilitdt)

d.r—l—%

oy dy

T

Y

Schrinken wir die Funktion auf einen konstanten Wert z = const ein, so gilt
dz = 0 und damit

0z 0z ox| Oy| 0z
—| de=——| d d — = =] =-1
0$yx 8y$y oaer ayz(?zx@:ry
Als Anwendung leiten wir die Beziehung ¢, — ¢y = TZTQQ her. Zunéchst be-
trachten wir 7'dS als Funktion von (T, p)
08 0S
TdS =T —| dT+T —| d
or| “ T |, P
ov
=cdl' =T T ) dp = c,dT — TV addp

Ableitung der obigen Beziehung nach T ergibt

oS dp Q
T—| =c¢,—TVa—| =c¢,—TVa—
o7 |, cp & o § Cp aXT
TV o
= Cp—Cy =
XT
Ahnlich lisst sich zeigen
& _ Xt
Cv Xs

4.3.4 Gibbs-Duhem-Relation

Wenn wir alle extensiven Variablen der Entropie mit einem Faktor A multi-
plizieren, erhalten wir

AS(E,V,N) = S(AE,\V,AN) = S(E,V,N)
Die Ableitung des obigen Ausdrucks nach \ ergibt:

oF

S —
VN ov

N

EV

BN ON
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Fiir A = 1 ergibt sich dann

E Vv N
S:T+p?—'u?, sodass puN=E-TS+pV =G

Damit konnen wir das Differential von G auf zwei verschiedene Arten dar-
stellen

dG = —SdT + Vdp + pudN = pdN + Ndp
= Ndpu+SdT'—Vdp=0 (Gibbs-Duhem-Relation)

Fiir den isothermen Fall (d7" = 0) erhalten wir daraus

o _N_,
ouly, V
Damit ergibt sich aus
1 dp Op| Ou 5 Ol
—=-V =] =n —| —| =n"—
XT oV |, op |y On |y on |

die Anderung des chemischen Potentials mit der Dichte:

1

ou|
T nQXT

on

4.3.5 Phasengleichgewichte

Wir betrachten ein System bei festem Druck p und Temperatur 7" mit s Teil-
chensorten. Wir nehmen an, dass wir zwei oder mehr Phasen unterscheiden
konnen.

Beispiele: o Gas und Fliissigkeit, Unterscheidung durch die Dichte
e Ferro- und Paramagnet, Mittlere Magnetisierung

Wie beschreibt man die Koexistenz von Phasen?

Hierbei kommt es darauf an, dass man makroskopische Systeme betrach-
tet und dann Mittelwerte iiber Teile des System ausfiihrt, die dann fiir die
unterschiedlichen Phasen unterschiedliche Werte annehmen. Die Mittelwerte
werden durch zeitliche Mittelung gebildet.

Wir betrachten nun die Gibbs Freie Energie G = 7, u;N; des Systems,
wobei wir mit u; das chemische Potential und mit N; die Teilchenzahl der
Teilchensorte ¢ bezeichnen. Wir nehmen weiter an, dass das System in p
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Phasen vorliegt. Fiir jede (makroskopische) Phase kénnen wir ein chemisches
Potential definieren, so dass

G = Zp: Gl — Zs: zp: Hz(j)Ni(j)
J=1 i=1 j=1

Die Teilchenzahlen in den verschiedenen Phasen folgen natiirlich der Bedin-
gung
p
N, = ZNi(]) bzw. Ni(]) =N, — ZNi(]/) _
i=1 i’
Damit erhalten wir

oG e "
i =\ HN, - 0 = Wy
i) PNy, IN:” ) prn,, NG#D

il Fit Vg

Damit gilt offenbar ,ugl) = ,uz(?) = ... = ugp), d.h. fiir eine gegebene Teil-

chensorte stimmen die chemischen Potentiale in den koexistierenden Phasen
iiberein.

Wir wollen die Bedeutung am folgenden Beispiel erldutern.
Es sei s = 1 und die thermodynamischen Variablen seien (p, T').
Die Koexistenz von zwei Phasen liegt vor, wenn gilt:

1 (p,T) = 1P (p,T)

= Koexistenz kann entlang einer eindimensionalen Kurve in der p-T-Ebene
vorliegen.

Fir s = 1, p = 3 erhalten wir zwei Zwangsbedingungen. Damit kann die
Koexistenz nur an einem Punkt, dem sogenannten Tripelpunkt, vorliegen.
Wir kénnen diese Ubergiinge zur Gibbs’schen Phasenregel verallgemeinern,
die die Dimension f fiir die Koexistenz von p Phasen angibt.
Es sei )

a;z(j) _ Nij 4

LN

(also der Anteil einer Teilchensorte in einer gegebenen Phase 7).
Offenbar gilt Y7, .Zlﬁl(j ) = 1, so dass in jeder Phase s — 1 unabhéngige xﬁj)
existieren. Damit ist die Gesamtheit der unabhéngigen thermodynamischen
Variablen 2 + p(s — 1).
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Fiir die chemischen Potentiale gilt:

,ugl) (p,T, xl(i), o ,xgljl> =...= Iugp) (p, T,xgp), o ,mgzi)1>

pV( )= =)

= Durch die chemischen Potentiale erhalten wir s(p—1) Zwangsbedingungen
und damit erhalten wir insgesamt

f=24+p(s—1)—s(p—1)=2+s—p (Gibbs’sche Phasenregel)
Weitere Informationen erhalten wir aus der Gibbs-Duhem-Relation

0=NDduD + 8Dar —vWDdp  bzw.
%45 N SW

G — _( () it ) = 0 - =
dpV) = —sVdT + vVYdp mit v N und s N

Aus der Ubereinstimmung der chemischen Potentiale erhalten wir dann

vWMdp — sOAT = v@dp — sPdT  bzw.

2) O~ dr (Clausius-Clapeyron-Gleichung)
v — o

Die obige Gleichung legt also die Steigung von p(7') aus den Eigenschaften
von Entropie und Dichte in den verschiedenen Phasen fest.

Verallgemeinerung auf mehrkomponentige Systeme:

Aus
4GY) = —SDaT + VOdp + 3 NG = 3 ( NOdu¥ + 19 N}”)
i=1

=1

erhalten wir:

S 2Pap? = — 01 + oD dp
i=1

dp () @)\ dp s —sW
+ g2 (=) =

Bemerkung:

Eine genauere Diskussion von Phaseniibergangen wird zu einem spéteren
Zeitpunkt erfolgen.
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4.4 Reibung und Fluktuationen in mechanischen Sys-
temen

Wenn man eine Masse m an einer Feder mit der Federkonstanten k£ aufhéngt,
wird die Feder auf eine Lénge h* ausgedehnt, so dass —mg = k(h* — hy) gilt,
also die Krifte im Gleichgewicht sind und die Energie minimiert ist.

Dieses Ergebnis ist fiir isolierte mechanische Systeme nicht zu verstehen, da
man Oszillationen erwarten wiirde (Energieerhaltung). Es wird also offenbar
Energie an das Wéarmebad abgegeben. Umgekehrt wird natiirlich auch die
Masse durch thermische Fluktuationen angeregt, die allerdings fiir makro-
skopische Teilchen zu vernachléssigen sind.

Beispiel: £ = 10 N/m, Thermische Energie pro Freiheitsgrad %kBT
= /(h—h*)2 = \/kgT/k =02 A bei Raumtemperatur

Die Dynamik eines Teilchens in Wechselwirkung mit einem Warmebad wird
durch die Langevin-Gleichung

h= = (b= i+ €00

beschrieben, wobei v die Reibung und £(t) eine Zufallskraft beschreibt.
Die Amplitude von £(¢) hiangt von der Temperatur und von 7 ab.

4.5 Chemisches Gleichgewicht und Reaktionskinetik

Bei chemischen Reaktionen wie der Bildung von Ammoniak
3H2 + N2 - 2NH3
kann man die jeweiligen Gleichgewichtskonzentrationen durch

[NH;]?

[H2]3[N2] = keq(T)

beschreiben. Dies lédsst sich mit der Wahrscheinlichkeit plausibel machen,
dass sich eine entsprechende Anzahl von Kollisionspartnern trifft. Allerdings
gelten die Gleichgewichtsbedingungen auch dann, wenn man eine schrittwei-
se Synthese von Ammoniak betreibt, so dass zur Erklirung die Statistische
Mechanik herangezogen werden sollte.

e Freie Energie des Systems A = A (T, V, Nu,, Ny, Nnn,)
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e Anderung der Freien Energie beim Ablauf der chemischen Reaktion:

0A 0A 0A
AA = AN, —AN,
IV, NG S T N,

= —3pun, — PN, + 21NH,

A]VNH3

Gleichgewichtsbedingung:
Freie Energie wird minimiert = A erreicht Minimum und AA =0

= 3w, + PN, = 2/0Nm,

Wir betrachten Systeme bei niedrigen Dichten.
= Die jeweiligen Molekiile werden als ideales Gas beschrieben.

A(N,V,T) = NkgT [In((N/V)A*) — 1] + N4, ,

wobei Ag die interne Freie Energie des jeweiligen Molekiils bezeichnet.
Fiir das chemische Potential ergibt sich damit

u(N, V. T) = %
= kpT [In((N/V)A*) = 1] + NkgT(1/N) + Ao
:kBTID(N/V)+C+A0 (C: ]{ZBTIH)\g)

Wenn man obige Beziehung fiir die chemischen Potentiale ausnutzt und die
dichteunabhéngigen Terme zusammenfasst ergibt sich

—31In[Hs] — In[Ns] + 2In[NH;] = In[k.,]
also das Massenwirkungsgesetz

NH?
PNy~ Mo

Die Konstante hédngt von der Differenz der internen Freien Energie ab, also

keq = kO exp(_AAnet/kBT)

mit  AA,g = —3A52 — AY? + 245

A, )
und ko = ( H; N2) x T3
ANH,
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5 Quantenstatistik

Die Quantenstatistik ist essentiell bei der theoretischen Beschreibung von
Festkorpersystemen (Leitfdhigkeit, Magnetismus etc.) und anderer wichtiger
Phénomene wie der Supraleitung oder der Suprafluiditét.

Im Vergleich zur klassischen Statistischen Mechanik ist zu bemerken, dass
die Quantentheorie als solche bereits eine probabilistische Theorie ist, d.h.
selbst wenn der Zustand eines Systems exakt bekannt ist, konnen wir in
der Regel nur Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir die Resultate von Messungen
angeben. Diese Figenschaft quantenmechanischer Systeme muss neben dem
Ensemblemittel beriicksichtigt werden.

5.1 Reine und gemischte Zustinde

Klassische statistische Ensewkble_.; o
Wahrscheinlichkeitsdichte p(@, P) im Phasenraum (@, P 3N-dim. Vektoren)

Quantenmechanische Systeme:

Beschreibung von Zustéinden durch Wellenfunktionen ¥(Q) (bzw. ¥(P) im
Impulsraum)

Damit ergibt sich der Erwartungswert eines Operators A in einem fest vor-
gegebenen, also reinen Zustand fiir ein System von N Teilchen in 3d zu:

(4) = [v@iug e

In einem gemischten Zustand miissen wir dagegen auch iiber ein Ensemble
von Zustdnden mitteln:

Ay =D "p [ UH(Q) AU, (Q) dg
o~ 22

Dabei gibt p,, die Wahrscheinlichkeit an, mit der der Zustand ¥, (Q) vorliegt.
Es ist dabei wichtig, zwischen reinen Zusténden, die nicht Basiszustéande sind,
und gemischten Zustédnden zu unterscheiden.

Sind die Zusténde in der Energiebasis gegeben, so ergibt sich fiir die p,:

DPp = 7 < mikrokanonisches Ensemble
mk
e_BE'n
Dp = 7 <+ kanonisches Ensemble
kan
e_ﬂ(En_NN)
Dn = 7 < groflkanonisches Ensemble
gk
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5.2 Dichtematrizen

Zur Beschreibung von Quantensystemen ist es niitzlich, den sogenannten
Dichteoperator einzufithren, der die Verwendung von expliziten Basiszustan-
den vermeidet. Der Ensemble-Mittelwert von A wird beschrieben durch:

(A) =D pu(wal Alw,)

Fiir eine gegebene vollstandige Orthonormalbasis {|®,)} ldsst sich der Iden-
titdtsoperator schreiben als:

1= Z [Pa) (Pa]

Mit dieser Identitét lasst sich der Erwartungswert von A in der Form:
(A) =3 p(w (Z ) <<1>ar> Alw,)
=3 b (ad| W) (0] @)

=Y (w4 (an 0, <\11n|) ©0) = Te(Ap)
darstellen. Im letzten Schritt haben wir die Dichtematriz

p= an (W) (Wal

eingefiihrt. Mit ,, Tr* wird die Spur einer Matrix, also die Summe der Diago-
nalelemente bezeichnet. Die Spur ist unabhéngig von der Wahl der Basis.
Die Dichtematrix besitzt die folgenden Eigenschaften:

e Die Dichtematrix enthélt die vollstdndige Information iiber das quan-
tenmechanische Ensemble

e Reine Zustande:
Die Dichtematrix eines reinen Zustands |®) ist prein = |P) (P|.
Im Ortsraum lauten die Matrixelemente:

peen(@. @) = (@] pren |T') = 2 (@)2(@)
Dichtematrizen reiner Zustdnde haben die Eigenschaft:

ﬁfein = |(I)> <(I)| (I)> <(I)| = ‘(I)> <(I)’ = ﬁrein s
———

=1

~
Prein

wobel wir vorausgesetzt haben, dass |®) normiert ist.
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Norm:
Es gilt offenbar Trp.e, = 1. Fiir eine allgemeine Dichtematrix gilt:

Trp = Tr an W, (W anTr W) an_ 1

reiner Zustand

Kanonische Verteilung:
Die kanonische Verteilung ist ein gemischter Zustand aus Energieeigenzustan-
den |E,). Das Boltzmann-Gewicht ist dann gegeben durch e #%»  so dass:

ﬁkan = Z

n

_ﬁEn

| En) (En|

Die basisfreie Version von pr.n kann man durch Anwendung des Hamilton-
Operators H erhalten:

Z = Ze*’BE" = Z (B, e PH |E,) =Tr (67/8[?)

n

Im Zéhler ergibt sich:
D 1B e (Bl = 3 1) e (] = e

Die letzte Identitét gilt, da H und damit auch alle Potenzen von H in der
Energiebasis diagonal sind. Damit ergibt sich also:

e~

ﬁkan =
Tr (e*ﬁH >

als basisfreie Darstellung von pyay.
Entropie:
Die Entropie lautet fiir eine allgemeine Dichtematrix:

S =—kgTr(plnp)

Zeitentwicklung der Dichtematrix:
Aus der Schrodingergleichung ergibt sich fiir die Zeitentwicklung von p:

5 = o o)l = Y | P ) O
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mit:

alw,) 1 - o(w,| 1 .
== (U, | H
: = (Vs

erhalten wir:

1 /. A 11~
- (woom) = X[
1h ( p=p ih p
also: 95 1
i:_pﬂ
ot i LF
Bemerkung:
Das obige Resultat ist das quantenmechanische Analogon des Liouville-

Theorems:
dp op OH  0p OH
e = S G _
or — el Za: (aQa Opa Opa 8qa>

5.3 Der quantenmechanische Oszillator

FEigenschaften des quantenmechanischen Oszillators:
Der quantenmechanische Oszillator wird durch den Hamiltonoperator:

definiert. Die Losung der stationdren Schrodingergleichung H|U) = E|¥)
ist in der Energiebasis besonders einfach, in der H die Form:

F[:hw<a+a+%)

mit den Auf- und Absteigeoperatoren a™, a hat.
Fiir die Energieeigenwerte ergibt sich:

1
En—hw(n+§> mit n = 0,1, ...

Durch Kenntnis des Energiespektrums koénnen wir auch die thermodyna-
mischen Erwartungswerte verschiedener Groflen ausrechnen. Fiir die innere
Energie ergibt sich beispielsweise:

(E) = hw (<n> + %)
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Abbildung 9: Energieniveaus des quantenmechanischen Oszillators

Zur tatsdchlichen Berechnung thermodynamischer Gréflen bendtigt man die
Zustandssumme:

o0 o0

T = 3 e PEn = (2§ ("
" nzz() ;T
—_————
(1—a)—1
e—ﬂfw/2 1

1 —e P — 2sinh(Bhw/2)

Die mittlere Energie des Oszillators ist dann:

1
_ E —BEn
<E>osz - ZOSZ En€
0ln Z, 0 |1
_ osz Y 2 __—Bhw
(E) ., 95 95 [Zﬁhw—i-ln (1 e )
1

1
w4 ——
<2+65’W—1)

Damit ist das mittlere Anregungsniveau, das sich aus dem Vergleich mit der
Grundzustandsenergie ergibt:

1
(Mos = Zomo 1

Fiir die spezifische Warme folgt:

OF 1 I6] e Phw
— Bhw [ _ — 2
Co= G5 = ~hw e e < T) b =y (91)
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B < 1 (hohe Temperaturen) = e ™ ~ 1 — fhw

1 — Bhw

5 :k'B(l—ﬁhw)%kB

Damit erhalten wir also fiir § < 1 das klassische Ergebnis aus dem Gleich-
verteilungssatz. Fiir § > 1 verschwindet die spezifische Warme. Das System
hat eine Anregungsliicke von hw zum ersten angeregten Zustand. Anregungen
werden mit dem Faktor e~"/#5T ynterdriickt.

5.4 Identische Teilchen

In der Quantenmechanik sind Teilchen mit gleichen Quantenzahlen ununter-
scheidbar
= (Anti-)Symmetrisierung der Wellenfunktion

aN

1
&) = )P (oY [w@)y . [wM)Y)
P

‘qfﬁ)> = U, ... U
wobei wir iiber alle Permutationen des N-Tupels summieren und die |V, )
Basiszustédnde des 1-Teilchen-Hilbertraums sind.

Bosonen:
Symmetrische Zustande (+), identische Teilchen mit ganzzahligem Spin

Fermionen:
Antisymmetrische Zusténde (—), Teilchen mit halbzahligem Spin.
Die Vielteilchenzustiande lassen sich durch die Slater-Determinante darstel-

len:
) )
Y=
) )

Die Determinante ist null, wenn zwei Zeilen der Determinante iibereinstim-
men.
= Zwei Fermionen konnen nicht in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

5.5 Zustandssumme der idealen Quantengase

Beim Ubergang vom mikrokanonischen zum kanonischen Ensemble haben
wir gesehen, dass sich die Impulsintegration wesentlich vereinfacht, da wir
die Impulsintegrale unabhéngig integrieren kénnen.
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Eine &hnlichen Vereinfachung ergibt sich fiir das quantenmechanische ideale
Gas, wenn wir das groflkanonische Potential betrachten. Dies wollen wir im
Folgenden néher diskutieren.

Die grolkanonische Zustandssumme lautet:

Zy(T,V, ) = Tr (efﬂmfm)

Wir betrachten gemeinsame Eigenzustidnde von H und N. Damit ergibt sich:

(o0} zr nT:N

ZQ<T7 v, M) = Z Z exXp [_B Z nr(er - :u)]

N=0 {n,}
o0 Zr np=N

- S Lewl-pnte —u)

N=0 {n,} r

Dabei bezeichnet E{Zn:? "=V die Summe iiber alle moglichen Besetzungszah-
len, die mit der Statistik (Bosonen bzw. Fermionen) und ) n, = N kom-
patibel sind. Diese Summation ist nur schwer explizit berechenbar, da die
Besetzung der Energieniveaus nicht unabhéngig ist.

Da wir aber iiber alle moglichen Teilchenzahlen summieren, wird die Neben-
bedingung » n, = N wieder aufgehoben, d.h.:

Z3EN(T, V, ) = (Z e—ﬁnl(ﬂ—u)) (Z e—ﬂm(ﬁz—u))

ni n2
= H (Z eﬁﬂr(ﬁrﬂ))

Fir Bosonen gilt: n,=0,1,2,...
= Die einzelnen Summen sind geometrische Reihen Y a” mit a = e=#(er=H)

1
(+) I
= Zg - H 1 — e—Bler—m)

Bemerkung:
Die geometrische Reihe konvergiert jeweils nur fiir g < e,.

Fiir Fermionen gilt: n, =0,1

- Zg(—) _ H (1 + e—ﬂ(er—u))

T
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Aus der Zustandssumme erhilt man fiir das groSkanonische Potential ®(*):

ST, V,p) = —kpTIn Z{(T,V, )
= kpT Y In(1—e )

T,V ) = —kpT I Z7 (T, V, )
= —kpT Y In(1+e )

Bemerkung:
Die Volumenabhéngigkeit der Potentiale ist implizit durch die Energieni-
veaus €, im Potentialtopf mit Volumen V' gegeben.

Mittlere Teilchenzahl:

~\N&E) 10 1
- () — E - -
<N> - Bou In Zg . eBler—n) 1

Mittlere Besetzungzahl des r-ten Finteilchenzustands:

Zp np=N

1
(n,)® = e > meexp [—ﬁ > (e~ u)]
9 N {np} p

10
=~ 5p. ZS(T,V, 1)

Damit erhalten wir fiir Bosonen:

1 0 1
+ _ _ = _
<n7«> o /8 86,« hl (g 1 — 6_/6(610_.“)>

1 0

- _ 1 1 — —B(er—p)
5o e )

B 1

o eﬁ(er_l‘) — 1

und fiir Fermionen analog die Fermi-Dirac- Verteilungsfunktion:

1

=) _
<TL7~> o eﬁ(Gr—N) —+ 1

Damit ist fiir Fermionen fiir ein beliebiges chemisches Potential gewéhrleistet,
dass 0 < (n,)7) < 1 ist.
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Fiir Bosonen muss offenbar 1 < €y gelten, wobei ¢, die kleinste Einteilchen-
Energie darstellt (Konvergenz der geometrischen Reihe). Aber auch diese
Wahl fiihrt zu Problemen fiir T — 0: (n,)™ ist fiir T — 0 immer Null,
aufler p strebt gegen ¢, so dass der Grundzustand makroskopisch besetzt ist
(Bose-Finstein-Kondensation).

Bemerkung:
Fiir grofle Einteilchenenergie €, — > kg1’ erhilt man:

<Nr>(i) ~ o Ber

5.6 Das ideale Fermi-Gas
5.6.1 Zustandsgleichung

Vollstéandiger Satz von Quantenzahlen:
Wellenzahlvektor k& und Spinquantenzahl mg, r = (k,mg)
Der Hamiltonoperator ist spinentartet, so dass

Yoo @S+

r k

Endliches Volumen: K, . = 725Ny, Nay,. € Z
T,Y,z

,Rastervolumen“: (mittleres Volumen fiir jeden Zustand im k-Raum)

A 2T (@)

- LL,L,  V
Thermodynamischer Limes (V' — oo, N — oo,n = N/V = const.)
> o= (2S+1)i/d3k = (25 +1) v /d3k
o N ok
Einteilchen-Energien €, — €(k) = (2122

8

% 5 h?k?
= —BP(T,V,pu) = (25 + 1)(27T)347T dk k*In |14 zexp | —f o
0

mit z = P~ X
2

Substitution: @ = iky/ 2 = K2dk = (35" a*da

Bh?
4V m %OO 2
—BP=02S+1)—= | —— *In(1 o
= —0 (25 + )\/77(27Tﬁh2> /dxx n(l+ze ™)
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Thermische de Broglie A = 4/ %,
Reihenentwicklung des In(1 +y) = > 7 (—1)n+1%7 y<l1

n=1 —
d 21 1 —z2 — -1 n—i—li /d 2 —nzx?
/a:a: n(l+ze ™) 2;( ) - T xe
n= 0

T — 2" T
= =
n=1 nz2
Analog:
o0 Zn
f3p2(2) = Z(_l)n+1_§
n=1 nz
Insgesamt lautet also das grofkanonische Potential
25+1
6®(T,‘/,M) = - 23 Vf5/2(2)
Mit & = —pV folgt:
25 +1
fp= me(z) (%)
und aus <J\7> =z (% In ZQ)T’V =Vz (%ﬁp)nv ergibt sich:
N
25 +1
n= <v> = o) Fe) )

und somit im Prinzip die thermische Zustandsgleichung durch Eliminierung
von z in (*) und (xx).

5.6.2 Zustandsdichte und Fermi-Funktion

Wir betrachten weihterhin den Fall des entarteten Fermi-Gases. Eine wich-
tige Grofle ist die Zustandsdichte D(FE), wobei mit D(FE)dE die Anzahl der
Zustiande zwischen F und E + dE bezeichnet wird.

Im Kontinuumslimes gilt:

2 1
Ak E<e(k)<E+dE
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mit ¢(E) = [ &Pk, e(k)= (2 Ak = 222 erhilt man:

2m 14
e(k)<E
@S+l d
D(E) = Wvﬁﬁb(E)

Fiir ¢(E) ergibt sich:

p(E) = / P = 2T

A (27TE>g
— 9 2
(<P 3 e(k)=E 3 h

()~ { @S+ D3t (22)° VE |, fix E >0
0 , sonst

so dass

gilt sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen.

Nun Kombination mit der Besetzungswahrscheinlichkeit, die durch die Fermi-
Funktion gegeben ist

fo(B) = [PFm 1] () = f(E=¢)

Damit erhalt man fiir die mittlere Teilchenzahl

<N> - 7dE f_(E)D(E)

und fiir die innere Energie

o0

(E) = /dE Ef_ (E)D(E) .
5.6.3 Diskussion der Fermi-Funktion
Symmetrie:

1 PR +1 P
I (M—i— ) ePA 1 ePA 1 ePA 11 I (M ) )

d.h. der Zustand mit der Energie £ = p+ A ist mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit besetzt, mit der der Zustand mit der Energie F = i — A unbesetzt
ist. Es gilt fiir beliebige Temperaturen:

f—(Ezu)=%
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Fiir T = 0 gilt:
fAUE) =0T =0) - E),

wobel mit p(T = 0) = E; die Fermi-Energie bezeichnet wird.

1 -T7=0 |]
—Small T

@

= 9<—Ae~kBT

1
Energy e/u

Abbildung 10: Fermi-Kante

Fiir endliche Temperaturen weicht die Fermi-Funktion an der Fermi-Kante

auf:
BeBE=H) 1

/
E e — e — —_—
f( 1) (1+ eBE-m)? B AkpT

d.h. die Fermi-Kante weicht auf eine Breite von 4kgT" auf.

5.6.4 Fermi-Energie

Grundzustand:
Teilchen fiillen die Energieniveaus bis zur maximalen Energie Ej.
Wenn wir beriicksichtigen, dass ¢, = % ist, heifft das, dass alle Zustédnde

einer Kugel Ky (mit (25 + 1)) Fermionen besetzt sind.
Gibt man nun N = <N> vor, ergibt sich

47 %4
NAk = ?sz(zs +1) = N= WK]%@S +1)

mit n = % ergibt sich dann

1
62 3 h? 62 3
Ky = d  By=-——
! (25+1"> b '~ om <2S+1n)

Fiir die mittlere Energie pro Fermion gilt dann:

1 3
=—(E)(T=0)=-F
= (B)(T=0)=2E,
und fiir die Fermi-Temperatur Ty = f—f’;
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5.7 Das ideale Bose-Gas

Wir betrachten die Einteilchen-Energien

e(k) = e(k) = :

die kleinste Einteilchenenergie ist 0.

= —oo < p < 0 (Konvergenz der geometrischen Reihe)
Thermodynamischer Limes (N, V — oo, n endlich) ist problematisch, wenn
i sich 0 annéhert.

Fir 0 < —fp < 1 gilt fiir die Besetzung des niedrigsten Einteilchenniveaus

mit e =0
1 1 1

)= CEm I N T a1 B
Damit kann der Grundzustand makroskopisch besetzt sein. Andererseits hat

der Grundzustand beim Ubergang von > — [dED(E) das Gewicht 0.
Daher bietet es sich an, den Grundzustand gesondert zu betrachten.

BO(V,T,z) = (25 +1)

2 o —Be(R) _
(QW)347T/dk k* In <1 ze ) +(25+1)In(1—2)

Abschétzung fiir Terme nahe des Grundzustands:
Einteilchen-Energien fir L = L, .:

- h? 4r?
e(k) = %?(”i + ”Z +n2), Nay,: € L
niedrigster angeregter Zustand:
h? 472 _ . .
€6 =—— (< 1 im thermodynamischen Limes)
2m L2

Wir gehen nun davon aus, dass der Grundzustand makroskopisch besetzt ist:

. 1
ng) = —— ~ YN
ol =5,
Dann gilt fiir die Besetzung des 1. angeregten Zustands
. 1 1
) = efle—m — 17 B(e — p)
n?  4An? h? 1
Ber= 5Py = (—4W2n§5> 5
2m' V3 2m N3
2 1 1
= (mA\’n3 =a—;
( )N§ N3



Damit erhélt man insgesamt

(n1) 1

1
= ~ N3
(no) owN% +1
Analog zum Fermi-Gas erhalten wir:
25 +14V [ :
BO(T,V,z) = )\—iﬁ dz z*In (1 —ze " ) + (25 +1)In(1 — 2)
0

mit x = hky/ 2 und A = /202

Mit der Reihenentwicklung des Logarithmus — In(1 —y) = -, % ,
(ly| < 1) ergibt sich
T = 2" s

/dx 2% 1n (1 — ze’:’“ﬂ) = _\/T_ Z 3 = —795/2(2’)

0 n=1
so dass 25 + 1

BO(T,V,z) = —TV%M(Z) +(25+1)In(1 - 2)
Fiir den Druck erhalten wir mit ® = —pV/
25 +1 1
pp = 795/2(2’) - V(QS +1)In(1 - z) ()

Zur Bestimmung der Zustandsgleichung erhalten wir aus

(N) = zgang(T, V, z)

ot TV
—Bd
Ny [0
"= 1% — 7 &zﬁp v
_2S+1 25 +1 =z

= el Ty (x)
so dass man mit (%) und (#x) die thermische Zustandsgleichung bestimmen

kann.
Aus (E) = —% InZ,(T,V, z) erhalten wir
ZV

(E) = ;pV + gk‘BT(ZS +1)In(1 — 2)
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Der Unterschied zum klassischen idealen Gas ist durch den zweiten Term
gegeben.
Klassischer Grenzfall: 2 < 1. Fiir z < 1 ergibt sich

1

(nr> = m ~ ZG_BET <1

= eine grofle Zahl von Niveaus ist schwach besetzt, d.h. dass die Unterschiede
zwischen klassischem idealen Gas und Quantengas verschwinden. Fiir die
Zustandsgleichung erhalten wir in dieser Naherung

Y
44/2(25 4 1)

d.h. die Quantenkorrekturen fithren zu einer Erniedrigung des Drucks.

pV = (N) kpT |1

Y

5.7.1 Bose-Einstein-Kondensation

Wir betrachten ein entartetes Bose-Gas bei hohen Dichten und tiefen Tem-
peraturen. Zur Analyse des Systems muss man die Funktion gs/»(2) genauer
betrachten, wobei wegen —oo < p < 0 der Bereich 0 < z < 1 von besonde-
rem Interesse ist.

Einige Eigenschaften von g,(2):

) =32 g0 1(2) = 5-0u2)

g1/2 divergent fiir z — 1 = g3/ hat eine vertikale Tangente an dieser Stelle.
Schliefllich sind die g,(z) monoton wachsend im Intervall von 0 < z < 1.
Fiir die Teilchendichte gilt:

25 +1 25 +1 =z 25 +1
n= 3 gs3/2(2) + vV 1-- 3 93/2(2)+n0

wobei ng die Teilchendichte des entarteten Grundzustandes ist.

Fir n > 2%1 g3/2(1) muss ng > 0 gelten, d.h. der Grundzustand ist makro-
skopisch besetzt.

Bemerkenswert ist, dass die makroskopische Besetzung des Grundzustands
auch dann einsetzt, wenn nicht kgT' < Ae gilt, wobei Ae die Energiedifferenz
zwischen Grundzustand und angeregtem Zustand bezeichnet.

Bedingung fiir Kondensation ist nA* = (25 + 1)gs2(1)

3
2S5 +1 2mh? \ 2
3 _ _
Ae = n 93/2(1) a (kaTc)

69



bzw. die kritische Temperatur der Bose-Einstein-Kondensation ist gegeben

durch
2 h? n 3
kgT.(n) =
oTeln) == (<2s+1>g3/2<1>)

Umgekehrt ist die kritische Teilchendichte fiir eine feste Temperatur T' gege-
ben durch

— 1
2mh? 293/ 2(1)

= Kondensation falls der mittlere Teilchenabstand von der Ordnung A ist!
Die Besetzung des Grundzustands hat den Charakter eines Phaseniibergangs.
Um die Eigenschaften des Phaseniibergangs zu bestimmen, muss man durch
numerische Verfahren die Fugazitéit als Funktion von n und A ausdriicken.
Fiir n > g3/2(2) beobachtet man Bose-Einstein-Kondensation. Damit erhal-
ten wir folgendes Verhalten des Bose-Gases:

ne(T) = (25 + 1) (kaT> 3

Fiir n < g3/5(1) ist der Korrekturterm #‘iz) im thermodynamischen Limes

vernachlassigbar. Damit ng > 0 ist, muss z ~ 1 gelten, so dass

0 1
n nA3 gs/2(1)

A3 T2
AT S
v (1)
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6 Modelle und deren Analyse

6.1 Die Monte-Carlo-Methode

e Exakte Enumerierung von 2V Konfigurationen nicht fiir makroskopi-
sche Systeme moglich

e zufillige Auswahl von Konfigurationen — typischerweise nur Konfigu-
rationen mit geringem Gewicht

Importance Sampling

Idee des ,,Importance Sampling“:
Die Konfigurationen C; werden mit der Wahrscheinlichkeit aPeq(C;) erzeugt.

Realisierung:
Stochastischer Prozess, der durch die Raten W(C' — C") definiert wird.
Die Raten miissen so gewéhlt sein, dass

P,
0 eq ZW — C)Pog(C") = W(C' = C")Poy(C) = 0

gilt. Die Bedingung stellt sicher, dass die Gleichgewichtsverteilung stationérer
Zustand des stochastischen Prozesses ist.

6.2 Das Ising-Modell auf einem Ring

Abbildung 11: 1D-Ising-Modell auf einem Ring

Wir betrachten das 1D-Ising-Modell ohne Feld.
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Zustandssumme:

N-1
Z = exp [—ﬁ Z Hy (si, 5i+1>]
{si}

=0
N-1
= Z H exp [—BHo (si, Si+1)]
{s;} =0
N-1
mit H = Z H() (5i7 Si—H) und HO == _Jsisi—l-l
=0

Der entscheidende Schritt zur Losung des 1D-Ising-Modells ist die Einfithrung
der sogenannten Transfermatrix, mit den Matrixelementen

T,, =exp[—PH, (s",s")] ,

wobei mit s* die u-te Spineinstellung bezeichnet wird.
Fiir das Ising-Modell ist T" eine (2 x 2)-Matrix. Die Matrix lautet explizit

BJ  —BJ
T e e
e e

Die Zustandssumme kann man dann schreiben als
Z="T(TV) .

Diese Darstellung der Zustandssumme ist vorteilhaft, weil die Spur invariant
gegeniiber orthogonalen Tranformationen ist. Wenn man 7" auf Diagonalge-
stalt bringt, kann man die Zustandssumme sehr einfach berechnen:

BJ _ —BJ
det (T'— A1) = eeﬁJ/\ eﬁeJ = ("7 — )\)2 —e 7 =

= )\0’1 = GBJ + 67’&]
bzw. Ao = 2cosh(BJ) , A = 2sinh(5J)

Zustandssumme im thermodynamischen Limes (N — o0)

Zur Berechnung der Zustandssumme nutzen wir aus, dass
e die Spur invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen ist.

e in der Basis in der T diagonal ist, auch TV diagonal ist.
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AV 0
N _ (%o
= T = < 0\ ]1\,)
)\N
= Tr(TV) =X+ A =\ (1+$)
Damit erhalten wir im thermodynamischen Limes:

lim i1n(TrTN)= tim o (A (142 ’
N N 0 Ao

N—oo N—oo

= ln)\o

F 1
= 7 = 2% cosh™ (B.)) und f= N —Eln (2cosh 5J)

Das Ising-Modell zeigt in einer Dimension keinen Phaseniibergang. Man kann
zeigen, dass die Korrelationslange £ fiir T — 0 divergiert. Es gilt

B 1 Ly
&= In (coth BJ) 2°

6.3 Der Cluster-Algorithmus von Wolff

Ziel des Algorithmus:
Verkiirzung der Korrelationszeiten unter Beriicksichtigung der detaillierten
Bilanz.

Der Wolff-Algorithmus:
(i) Wahle zufillig einen Gitterplatz i, Spineinstellung s;

(ii) Benachbarte Spins s; mit s; = s; werden mit Wahrscheinlichkeit p zu
einer Liste hinzugefiigt, wenn sie nicht schon im Cluster (oder der Liste)
sind

(iii) Ein Listenelement wird zum Cluster hinzugefiigt und aus der Liste
geloscht — (ii)
(ii) und (iii) werden iteriert bis die Liste leer ist

(iv) Die Spineinstellungen im Cluster werden umgekehrt

— (i)

Zur Analyse des Wolff-Algorithmus muss man die Energiedifferenz zwischen
der Ausgangs- und der Endkonfiguration bestimmen und eine geeignete Dar-
stellung der detaillierten Bilanzbedingung finden.
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Wenn wir den Ubergang zwischen Ausgangs- (a) und Endkonfiguration (b)
betrachten, ergibt sich:

P(C) A(C — C") w(C = C") = P(C") A(C' = C) w(C' = C)

N J S

W(C—C") W(C'—C)

wobei wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten in eine apriori Wahrscheinlich-
keit A(C' — C’) und eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit w(C' — C”) aufge-
spalten haben.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten miissen wir den Rand des Clusters
betrachten, also solche Kanten, die Spins im Cluster (s;) mit der Umgebung
(s;) verbinden.

Dies seien nun ny (ng) Spins mit s; # s; (s; = s;).

Damit tragt der Rand (J = 1) E|,, = n1 — ny zur Hamiltonfunktion bei.
Auch die Auswahlwahrscheinlichkeit konnen wir in einen inneren und einen
Randterm aufteilen. Es ergibt sich offensichtlich:

AC = C)=An(1—p)™

da die Spins mit entgegengesetzter Ausrichtung nicht zum Cluster hinzu-
gefiigt werden konnen.
Fiir das Boltzmanngewicht schreiben wir:

P(C) = Pin Pout e_ﬂ(nl_nQ) s

wobei wir Cluster (in), Umgebung (out) und Rand (OC') getrennt beriick-
sichtigen.
Beim inversen Schritt dndern sich die Wahrscheinlichkeiten fiir das Innere
des Clusters und die Umgebung nicht, wohl aber fiir den Rand. Im Einzelnen
ergibt sich:
AC" = CO)=An (1 —p)™
P(Cl) = P Pou e Plna—m)

Damit erhalten wir ingesamt fiir die detaillierte Bilanz:
Pin Pout 6_B(nl_n2)14i11 (1 - p)nz P(C — C/)
=P, P e Alna=m) g (1—p)™ P(C"—O)
Die Gleichung ist erfiillt, falls (analog fiir P(C" — C))

e—B(n2—n1) (1 _ p)nl

N .
P(C — C") =min |1, B (1= )
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e—B(ng—nl) (1 _ p)nl 6—2[3 n2 1— D ni
mit =
e (i) (%)
Diese Gleichung besagt, dass man den Cluster immer invertieren kann, falls
p=1-— e 28
Vorteile des Wolff-Algorithmus:

(i) Deutliche Reduktion des critical slowing downs
(Relaxationszeit 7 ~ £Z | Z = 0 fiir das Ising-Modell)

(ii) Improved estimators: Man kann die Verteilung der Clustergréfien direkt
in Zusammenhang mit der Suszeptibilitit bringen

Die Suszeptibilitdt ist gegeben als:

5o~ oy

X:N

Fir T > T, ergibt sich (8 = 1):

o)

Wenn man sich das System nun zerlegt in Cluster vorstellt, ergibt sich:

x=%<(gmc)2> ,

wobei ), die Summe iiber die Cluster der Konfiguration, N¢ die Anzahl
der Spins im Cluster und s¢ die jeweilige Spineinstellung angeben.
Alternativ kénnen wir die Summe in der Form

1
C c’
schreiben.

Wenn wir nun {iber alle moglichen Spineinstellungen summieren bleiben nur
die Terme fiir s¢ = s¢ und damit

S
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Die Bezeichnung improved estimators wird dadurch motiviert, dass eine Zer-
legung in Cluster bereits die Mittelung iiber alle moglichen Spineinstellungen
beinhaltet.

Beim Wolff-Algorithmus miissen wir zusétzlich berticksichtigen, dass wir die
Konfiguration nicht komplett zerlegen, sondern nur einen einzigen Cluster.
Die Wahrscheinlichkeit einen Cluster auszuwéhlen ist % Damit ergibt sich
fiir die mittlere Clustergréfie im Vergleich zur Zerlegung:

(Nw) = <Z %NC> =X
c

d.h. die Suszeptibilitit entspricht einfach der mittleren Clustergrofe.
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7 Die Theorie der Phaseniiberginge

7.1 Phaseniiberginge: Beispiele und Phinomene

Beispiele fiir Phaseniiberginge:
e Eis +» Wasser <> Wasserdampf
e Ferromagnetismus <> Paramagnetismus
e Supraleitung <> Normalleiter
e Freifluss <» Staus

Die oben genannten Beispiele zeigen, welche Bedeutung Phaseniibergénge fiir
unser tégliches Leben haben.

Bei Phaseniibergéngen unterscheiden wir zunéchst, ob es sich um Phaseniiber-
giange von Gleichgewichtssystemen oder, wie im letzten Fall, von Systemen
fern des Gleichgewichts handelt. Im Rahmen der Vorlesung behandeln wir
ausschlieflich Phaseniibergidnge im thermischen Gleichgewicht.

Eine Klassifizierung von Phaseniibergéingen stammt von P. Ehrenfest, auf
der Basis der Ableitungen des chemischen Potentials.
Das chemische Potential p verlauft als intensive Gréfie kontinuierlich entlang
des Phaseniibergangs.
Bei Phaseniibergingen erster Ordnung tritt latente Warme auf. Wéhrend der
Phasenumwandlung kann man dem System Wéarme zufiihren, ohne dass sich
die Temperatur dndert (Bsp.: Schmelzen von Eis).
Dieses Phédnomen kénnen wir in Zusammenhang mit den Ableitungen des
chemischen Potentials bringen, da
S Ou

TNT o
Fiir Phaseniibergénge erster Ordnung verlauft die Ableitung wegen des Auf-
tretens latenter Warme diskontinuierlich.
Ehrenfest hat dementsprechend vorgeschlagen, die Ordnung des Ubergangs
mit der Ordnung derjenigen Ableitung von pu gleichzusetzen, fiir die die Dis-
kontinuitdt zum ersten Mal auftritt.

Diese Klassifizierung hat sich aber als nicht sinnvoll erwiesen, da sie zu In-
konsistenzen fiithrt. Man unterscheidet daher nur noch Phaseniiberginge ers-
ter Ordnung, bei denen latente Warme auftritt, von kontinuierlichen Pha-
sentibergingen, mit denen wir uns in diesem Kapitel beschéftigen werden.
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7.2 Der Ordnungsparameter

Wir diskutieren kontinuierliche Phaseniibergéinge am Beispiel ferromagneti-
scher Systeme. Der Phaseniibergang wird durch das Verhalten der Magneti-
sierung

charakterisiert. In einem makroskopsichen System hat m das folgende Ver-
halten.

m(T) A

1

Abbildung 12: Verlauf von m in Abhéngigkeit von T’

Da sich das Verhalten der Magnetisierung am Phaseniibergang qualitativ
andert, dient die Magnetisierung als Ordnungsparameter fiir den Phaseniiber-

gang.

Der Phaseniibergang wird begleitet durch eine spontane Symmetriebrechung:
Fir T > T, ist das System rotationsinvariant; fiir T < T, gibt es eine Vor-
zugsrichtung durch die Anordnung der Spins. Die Grundannahme bei der
Beschreibung kontinuierlicher Phaseniibergénge ist, dass ihre thermodyna-
mischen Eigenschaften ausschliellich durch das Verhalten des Ordnungspa-
rameters bestimmt werden.
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Die Zustandssumme des Systems lautet:

_ G(H,T)

Z(H’T):e kpT :Ze_kn%7
{si}

wobei wir mit G(H,T') die Gibb’sche Freie Energie, mit H das Magnetfeld
und mit H die Hamiltonfunktion bezeichnen.

Damit kénnen wir dann die thermodynamischen Groflen ableiten, wie man
beispielsweise fiir das Ising-Model leicht nachvollziehen kann.

oG 0
]{ZBT 0 H

— e kBT

Z(H,T) 0H ~

:ﬁ SN s | =M
’ {si}

Analog erhalten wir:

1 oM
_ 1 il
N BH (Suszeptibilitit)
0G . :
U=G-T T (innere Energie)
0*G " -
C=T"? 972 (Warmekapazitét)

7.3 Korrelationsfunktion

Zur weiteren Beschreibung fiithren wir nun die Ordnungsparameterdichte m(r)

ein, wobei
M = </d37’ m(F)> :

Der Ubergang zum Kontinuum ist fiir makroskopische Systeme sinnvoll de-
finiert. (...) bezeichnet wie {iblich den thermodynamischen Erwartungswert.

Die Korrelationsfunktion ist definiert als

L) = (m(r) m(0)) — (m(r)) (m(0))
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Bemerkungen:

(i) Die Korrelationsfunktion wird auch hdufig mit G(7) bezeichnet, was
allerdings hier zur Verwechslung mit der freien Energie fithren kann.

(ii) Fir translationsinvariante Systeme ergibt sich:
(m () (m(0)) = (m(0))’

Wir fithren nun die Fouriertransformierte der Magnetisierungsdichte ein:

- [ i o
bow. (k) = / &Br e m () |

Da m(7) reell ist, gilt m*(k) = m(—k).
Die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion fiir ein translationsinva-
riantes System lautet dann:

LK) = (i(F) m(0)) — (m(0)* (2x)* * §(K)

[d3r e kT

Fir H =0, T > T, verschwindet der letzte Term. Mit

m(0) = (27) / &l (k)

und
(k) m(p)) = (2m)*5(k + p) |m(k)

erhalten wir fiir die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion

(k) = (|m(k)[*)

Wir wenden uns nun der freien Energie zu. Dazu benutzen wie die Annahme,
dass die freie Energie als eine Funktion des Ordnungsparameters aufgefasst
werden kann. In erster Ordnung des Ordnungsparameters ergibt sich dann
fiir die freie Energie

G

&k
(27)?

[ e 9m + e
/

(cih® + ) [m(k)[
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wobei wir zusétzlich die (gerechtfertigte) Annahme gemacht haben, dass die
freie Energie nur von der Amplitude des Ordnungsparameters abhédngt und
die Fluktuationen isotrop sind. ¢; und ¢, sind die im Allgemeinen tempera-
turabhéngigen Entwicklungskoeffizienten.

Damit ergibt sich fiir eine gegebene Fouriermode k:

G(k) = (cih? + ¢2) [m(k)[*
Die Energie pro Mode ist nach dem Gleichverteilungssatz kgT', so dass

(7)) = i = T

Wenn wir dieses Ergebnis wieder im Realraum betrachten, erhalten wir

wobei £ = % die Korrelationslinge bezeichnet. £ divergiert am kritischen

Punkt, was auf eine Korrelationsfunktion I'(r) ~ & fiihrt.
In einer expliziteren Darstellung ergibt sich fiir den Ordnungsparameter

v TR
1 T
oy [m(O) e ’“ET} (%),
A
wobei Tr(...) = >, ... die Spur und TI die Translationsinvarianz bezeich-

net.
Wir nehmen nun an, dass m linear an das &uflere Feld koppelt, das heifit

H—HO—H/dgrm(F) mit Ho = H(H =0)
wie beispielsweise beim Ising-Modell.

Die Suszeptibilitit ist damit:

10OM » 1 3 2

= Vo _kBT d°r [(m(f) m(0)) — (m(0)) }
1

" kgl

X

= X d>r [(r)
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7.4 Kritische Exponenten

Die kritischen Exponenten beschreiben das Verhalten thermodynamischer
Groflen in der Néhe des kritischen Punktes.

Wir fithren dazu zunéchst die reduzierte Temperatur

_T-T.

=7

ein, die in der Ndhe des Phaseniiberganges offensichtlich eine kleine Grofie
ist. Es gelten die folgenden Gesetzméfigkeiten:

t

Wirmekapazitat: — C ~ [t] ¢
Ordnungsparameter: M ~ |t]”
Suszeptibilitdt: — y ~ [t]77
Zustandsgleichung (t #0): M ~ H

=

Bemerkung:
Die kritischen Exponenten beschreiben nur den divergenten Anteil von C
und . Fiir o, v = 0 kann trotzdem eine Unstetigkeit am Phaseniibergang
auftreten.

Zwei weitere kritische Exponenten sind mit der Korrelationsfunktion ver-
kniipft. Es gilt:

['(r)~rPe ¢ firt~0.
Die Korrelationslénge divergiert am kritischen Punkt, so dass wir folgenden
Exponenten erhalten:

E~ It und p=d—2+n

mit d = Dimension des Systems.
Die kritischen Exponenten sind nicht alle unabhéngig voneinander. Es gelten
die Skalenrelationen:

v =v(2-n) v=p0-1)
a+20+v=2 vd=2—«
Damit reduziert sich die Zahl der unabhéngigen kritischen Exponenten auf

zwei. Die Skalenrelationen lassen sich im Rahmen der Renormierungsgrup-
pentheorie und teilweise auch Skalenhypothesen herleiten.

Die Bedeutung der kritischen Exponenten liegt darin, dass das Verhalten
sehr unterschiedlicher Systeme am kritischen Punkt durch die gleichen kriti-
schen Exponenten beschrieben wird. In diesem Fall ordnet man die Systeme
derselben Universalititsklasse zu.
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7.5 Die Skalenhypothese

Die Skalenhypothese basiert auf der Annahme, dass die Korrelationsldnge
die einzige relevante Léngenskala im System ist. Darauf aufbauend kann man
verschiedene Zusammenhénge zwischen den kritischen Exponenten herleiten.

7.6 Dimensionsanalyse

Die Grundannahme der Dimensionsanalyse besteht darin, dass Gréfen mit
der Einheit (Linge) " ~ (£)~P sind.

Um aus der Idee Zusammenhénge zwischen den kritischen Exponenten her-
zustellen, miissen wir die physikalische Einheit der relevanten Gréflen analy-
sieren.

Freie Energie:

ist dimensionslos

kgT

1 G

= g=—

v ij—T ~ (Léinge)_d = L_d

Korrelationsfunktion:

Fluktuations-Dissipationstheorem:

1 3

—  [xkgT] = LdL2 d=n — 271

Feld:
oG H a 1[1
M= —— — _
oH {kBT] [kBTV] M]
gl 4 (2=d=n)
N
1%
(2+d n)
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Wenn wir diese Resultate mit den Definitionen der kritischen Exponenten
vergleichen und zusétzlich L durch & ersetzen, erhalten wir mit & ~ ¢7":

M~ [~ i > f=—v g
X~ T~ = y=v(2-7)
Ho MO~ [t P55 = B = 2t

7.7 Skalenformen

Eine andere Moglichkeit, die Skalenrelationen zu etablieren besteht darin,
dass man folgende Annahme iiber die Korrelationsfunktion fiir ¢ ~ 0 und
H = 0 macht:

I'(z) 0%, ]ac\_p]:(g) ; p=d—2+n
bzw. fiir H # 0:
['(z,H) 0%, || P R4 (%,H&y) mit y = const

Dieser Ansatz wird in folgender Weise motiviert:
Die Spins ordnen sich in Clustern an, deren Griéfle durch die Korrelati-
onslange beschrieben wird. Diese Anordnung verstiarkt auch den Einfluss des
Magnetfeldes, so dass der Einfluss von H durch H&Y parametrisiert wird.
Mit

& = o ="
ergibt sich:

+ H
D(z, H) &5 |2 PRy @ W>
Aus dem Fluktuations-Dissipationstheorem ergibt sich nun:

1 d 1 4 —p x
- Jan v = 2 fanel 7 7 (5)

Wenn wir nun annehmen, dass das Integral iiber

[ 7 Few)

beschrankt ist, erhalten wir mit u =

X

z.
¢

— d—p
X = const &

In dhnlicher Weise erhilt man die iibrigen Skalengesetze aus dem Fluktuati-
onstheorem fiir H # 0.
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7.8 Molekularfeldtheorie

Die Grundidee der Molekularfeldtheorie bzw. gebrauchlicher der Mean-Field-
Theorie besteht darin, dass man das System in ein Untersystem und seine
Umgebung aufteilt. Die Umgebung wird dann nicht mehr explizit beriick-
sichtigt, sondern nur als ein homogenes mittleres Feld.

Als erste Realisierung betrachten wir das Ising-Modell mit
1
H == 5 Z JijSiSj — Z HiSi y S; = +1
ij i

In der einfachsten Form der Mean-Field-Ndherung besteht das Untersystem
aus einem einzelnen Spin, der mit dem Feld und der Umgebung wechselwirkt.
In dieser Naherung lautet der Hamiltonoperator dann

HMF = — Z Si (Hz -+ Z Jij <Sl>> + const
( J

Diese Ndherung kann man auf folgende Weise herleiten:

Es sei
S; — <Sz> + 5Si s

das heifit wir stellen den Wert eines Spins durch seinen Erwartungswert (s;)
und Js; Abweichungen davon dar.
Damit lautet dann der Wechselwirkungsterm:

sisj = ({si) + 9s:) ((s5) + I5;)
= (s;) (8j) + 98, (s;) + 0s; (si) + 805,
——

Mit dieser Naherung haben wir insbesondere die Korrelationen zwischen den
Fluktuationen vernachléssigt. In MF-Néherung lautet die Hamiltonfunktion
dann

M= LS () ) — D,

mit HZMF = Hl -+ Z Jij <Sij>
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Durch diese Néherung kann man die Zustandssumme elementar berechnen,
da wir das Problem auf freie Spins in einem effektiven Magnetfeld zuriick-
gefiihrt haben.

Wir betrachten nun translationsinvariante (TT) Systeme und fithren zur bes-
seren Ubersichtlichkeit die folgenden Abkiirzungen ein:

ZJz‘j:JiT:IJ (si) =m = (s))

Damit ergibt sich fiir die Hamiltonfunktion:

1 2 MF
Hzévom —H Zsi

Wir kénnen nun m in einfacher Weise berechnen, indem wir direkt m = (s)
bestimmen. Fiir (s1) gilt:

Dpay si €
s
e~ 300 D s} 51 e s

1 2
ey e
7

m=(s1) =

(eBHNIF B e_BHMF> Zz’>0 eﬁHMF oy s

{si}

B (eﬁHMF + efﬁHMF) Z}?ZO} eBHMF 2i>18i
= tanh (BH™") = tanh (8 (H + vom))

Damit haben wir eine Gleichung fiir die mittlere Spineinstellung m gefunden.
Die Losung ist selbstkonsistent, das heifit die mittlere Spineinstellung hat
denselben Wert wie im effektiven Feld HMY.
Die Gleichung:

m = tanh (8 (H 4 vom))

hat eventuell mehrere Losungen. Davon sind diejenigen stabil fiir die das
Potential
& (H,m,T)=—kgTlnZ
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minimal ist.
Wir berechnen also zunéachst

Z = e P
{si}

N
_ B vom? ZH B(H+vom)s;
=€ 2 (&
{si} =1

N
— By vom? H (eB(H+vom) + e—,B(HJrvOM))
=1

— B3 vom? (2cosh B (H + vom))™
N

N
= o= §v0m2 ~3 In [2 cosh 5 (H + vom)]

Das Minimum fiir gegebene Werte von H, T ergibt sich aus

0P N 2sinh 8 (h + vom)
0= Nvam — —
om 0 vorm B 2cosh B (h 4+ vom) Buo
= m = tanh 8 (H 4 vom) (%)

die gleiche Bestimmungsgleichung wie vorher. Die Gleichung hat fiir H > 0
immer eine einzige Losung.

f(m)

Abbildung 13:
Fiir H = 0 gibt es offenbar immer die Losung m = 0.

Bei niedrigen Temperaturen gibt es aber noch weitere Schnittpunkte mit der
Winkelhalbierenden.
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f(m)

Abbildung 14:

Aus dieser graphischen Losung der Gleichung fiir m ergibt sich, dass die
Mean-Field-Losung die spontane Symmetriebrechung in wechselwirkenden
ferromagnetischen Systemen beschreibt.

Zur Bestimmung der Werte von m = £+mg muss man die Gleichung (%)
numerisch auflésen.

Wir betrachten nun das System in der Umgebung des kritischen Punktes, so
dass wir ® nach den kleineren Grofien m, B, (T' — T,) entwickeln konnen.

1 N N 1
q) ~ §Uom2 — Eln2 — gln 1 + EBZ(H + /Uom)Z + O(m4)
N N N
~ ——1In2+ —vym?® — NB (H + vom)® + O(m?)
3 2 2
In2
=N |- % - §H2 —pBuvgHm + %(1 — Bug)m? + O(m*)
—_———
=:$q/N

Nichttriviale Losungen der Gleichung

m = tanh fvgm = tanh <k’Z_OTm>

D e g _
ergeben sich fiir iar > 1, 80 dass T, = e

Wenn wir nun vy durch 7,.kp ersetzen, erhalten wir

> O T, ki T, , )
20 Cegm oy SBlep T
NN T m + 5 T( ym* + b(T)m
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®q ist der Wert des Potentials bei 7' = T, und H = 0. Dies ist die typische
Form einer Landau-Entwicklung. Mit Hilfe der Funktion
-9, 1

= (T —T.)m? ‘- H
I 2( c)m” 4+ bm m

¥

kann man das Auftreten des Phaseniibergangs gut illustrieren.

¢ (m),

Abbildung 15: Verlauf fiir H > 0

Fiir ein nichtverschwindendes Feld gibt es nur ein stabiles Minimum von .

@ (m)
T>Te

T<T.

Abbildung 16: Verlauf fiir H =0
@ ist symmetrisch fiir H = 0. Fiir T > T, gibt es ein stabiles Minimum bei

m = 0.
Fiir T < T, gibt es zwei Minima von ¢, die Losung fiir m = 0 wird instabil!
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Kritische Exponenten

Spezifische Warme:

oS 0*®
C=Tor = ar2
Es gilt:
or 2

Dam = 0 fiir T' > T, erhalten wir hier keinen Beitrag zur spezifischen Wérme
nahe des Ubergangs. Fiir T' < T, und H = 0 gilt:

0
om

1
= (T —1T.) +4bm*> =0 bzw. m=+——=/T.—-T
2v/b

32g0 T 0 T

=Cy— ——=m"=Cyo+ —
o =G T Oty
Die MF-Theorie sagt also einen Sprung der spezifischen Warme voraus (das
entspricht dem Exponenten o = 0). Tatséchlich beobachtet man aber eine
Divergenz, also o > 0.
Aus den obigen Resultaten ergibt sich auch direkt das Verhalten der Magne-
tisierung:

<1(T T.)m? —|—bm):O

= C:CQ—

N|=

m = 2\/_(T T)

also den Wert = % fiir den kritischen Exponenten.
Fiir die Suszeptibilitat erhalten wir

om

Ty — =
x(T) i

Wir betrachten dazu zunéchst wieder die Funktion ¢(m)

i

5. =0 = (T —T.)m +4bm* — H =0 (%)
Wenn wir (%) nach H ableiten, ergibt sich:
om , Om
:X —X
1 1 1 1
= X = =

T—Te+12bm2 2T.—T  |T,— 1
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Damit lautet der MF-Wert fiir den Exponent v = 1.
Schliellich kann man noch die Abhéngigkeit von H bei T' = T, bestimmen:

Oy
om | _q.
H 1
= m?’:E = m~ Hs3

= 0 = 3 als kritischer Exponent.

=4bm® — H
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A Konkave Funktionen und die Jensensche

Ungleichung
In Kapitel haben wir den folgenden Ausdruck fiir die Entropie S(E,V, N)

hergeleitet:

S = Nky (g _ 1n(,0>\3))

Fir « > 0 ist die Funktion

f(z) = —zIn(z)

konkav, da ihre zweite Ableitung —% iiberall negativ ist.

0.4

0.3

—zln(z) 0.2 -

0.1

Abbildung 17: Entropie ist konkav
Daher liegt die lineare Interpolation
fQa+ (1 =2b) = Af(a) + (1 =) f0b)  (+)

unter der Kurve.
Weiterhin ist fiir eine konkave Funktion der Mittelwert von f(p) iiber eine
Punktmenge p, kleiner gleich als f ausgewertet am Mittelwert der py:

1 1 :
9) ; flo) < f (5 ; pk> (Jensensche Ungleichung)

Die Jensensche Ungleichung kann unter Verwendung von (%) durch vollstandi-
ge Induktion hergeleitet werden.



Fir Q=2 und \ = %, a = p; und b = p, folgt aus (x):

7 (pl ;pz) > f(p1) ;r f(p2)

Fiir ein beliebiges €2 verwendet man in (x):

Q-1

Q-1 1
)\ = — = — b =
) a 0—1 Zpk ) pa
k=1
Unter der Voraussetzung, dass die Jensensche Ungleichung fiir 2 — 1 gilt,
ergibt sich:
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