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Mitteilung: Ab sofort gibt es ein Tutorium. Das Tutorium findet mittwochs von 14-16 Uhr in Geb. E2 4
HS 4 statt. Das Tutorium wird in englischer Sprache gehalten. Fiir das Tutorium sind folgende Regeln zu
beachten:

e Fragen miissen bis spétestens Freitagabend auf englisch an Luigi Giannelli per Mail (siche Kopf) ge-
schickt werden.

e Es werden nur Fragen beantwortet, die vorher an Luigi Giannelli gestellt wurden.

e Sind bis Freitagabend keine Fragen eingegangen, findet am darauf folgenden Mittwoch kein Tutorium
statt.

Aufgabe 1 Hermitesche Polynome [6 + 3 + 4 = 13 Punkte]
Die Hermiteschen Polynome kénnen als
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mit [2] = 2 fiir gerade n, und [ %] = 252 fiir ungerade n, geschrieben werden.

dn
a) Zeigen Sie die alternative Darstellung hy, (z) = (—1)"e*" e —u

b) Zeigen Sie die Relationen i) hl, = 2nh,—1, ii) hpt1 = 2zh,—h),  und i) hyy1 = 22hy, —2nhy, 1.

c¢) Zeigen Sie die Orthogonalitdtsbeziehungen

(hyp s hy) = V72" 6y mit By, hy) :/ by (2)hp(z)e™* dx .

Aufgabe 2 Harmonischer Oszillator [7+ 6 = 13 Punkte]

a) Im Folgenden wollen wir die stationére Schrodinger-Gleichung Evpp(x) = Hepg(x) fir den harmoni-
H2
A 1 A
schen Oszillator H = — + ~mw?X? 16sen.
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i) Substituieren Sie x = 1/ -y und € = und leiten Sie eine Differentialgleichung fiir ¢(y) her.
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if)

iii)

iv)

Schaut man sich die Grenzen y — oo und y — 0 an, so stellt man fest, dass die Losungen von

2
der Form t(y) = u(y)e™ 'z sein miissen (siche Vorlesung). Stellen Sie eine Differentialgleichung
fiir u(y) auf und verwenden Sie den Ansatz u(y) = > ;¢ ck y* um eine Rekursionsformel fiir ¢y
herzuleiten.

Schreiben Sie die Rekursionsformel in der Form
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unter Verwendung, dass € = sein muss, wobei n den Energieeigenwert bestimmt.

Berechnen Sie ¢,_2, ¢,_4, ch_g, etc. in Abhéngigkeit von ¢, und finden Sie eine allgemeine Formel
fir ¢,,—9;.
Hinweis: Sie miissen nicht zwischen gerade und ungeraden n unterscheiden.

Aus der Grenzwertbetrachtung y — oo wissen wir, dass u(y) — y" (siehe Vorlesung), weshalb
Yy—>00

gilt: u(y) = Y p_cry®. Auerdem wird ¢y = 0 gesetzt fiir ungerade n und ¢; = 0 fiir gerade n
(siehe Vorlesung). Daher kénnen wir schreiben:
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o ‘ n z fiir gerade n
un(y) = Z Comaty" it L§J - {Zl fiir ungerade n
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Setzen Sie den gefunden Ausdruck fiir ¢,,—9; ein und zeigen Sie, dass uy(y) = hn(y), wobei hy(y)
die Hermiteschen Polynome sind, welche in Gleichung (1) gegeben sind.
Hinweis: ¢, = 2™.

b) Wie in Aufgabe a) gezeigt, konnen wir die Eigenzusténde als Hermitesche Polynome ausdriicken. Dem-
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nach gilt ¥ (y) = anhn(y)e™ T mit zugehdrigen Energien E, = fiw(n + 3).

i)
i)

iii)

Normieren Sie die Eigenzusténde.
Berechnen Sie AX und AP .

Uberpriifen Sie die Unschérferelation und bestimmen Sie wann AX AP minimal wird.

Aufgabe 3 FErzeugungs- und Vernichtungsoperator [2+ 1+ 34+ 4+ 2 + 2 = 14 Punkte]

Wir fithren die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

ein.

a) Driicken Sie H mithilfe des Besetzungszahl Operators N = a'a aus.

b) Wegen a), sind die Energiecigenzustande |n) auch Eigenzustinde von N. Bestimmen Sie den zugehs-
rigen Eigenwert.

c) Berechnen Sie folgende Kommutatoren: [a,a'] [N,at], und [N,d) .

d) Zeigen Sie die Relationen a|n) = c,|n — 1) und af|n) = d,|n + 1) unter Verwendung der iii) und
bestimmen Sie die Koeflizienten ¢,, > 0 und d,, > 0.

Hinweis: Sie konnen annehmen, dass die {|n)} (n =0,1,2,...) eine vollstindige Basis von N bilden.

e) Schreiben Sie |n) in Abhingigkeit von |0) und af.

f) Driicken Sie X und P in Abhingigkeit von @ und a' aus und berechnen Sie die Unschirferelation
AXAP .



