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Aufgabe 1 Pauli-Matrizen [4 + 3 = 7 Punkte]

Die folgenden hermiteschen Matrizen werden Pauli Matrizen genannt:
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a) Zeigen Sie die Relationen:

i) 6j6’k = 5jk +1 Z ejkg&g ii) [(}jy&k} =21 Z €jke07¢ iii) {&j,@'k} = 25jk
0€{1,2,3} 0e{1,2,3}

iv) Tr(6;) =0 unter Verwendung der a)-i)

fiir i, 7,k € {1,2,3}.

A B
b) Wir betrachten die Vektoren A = [ Ay | und B = | B, |, wobei flj und Bj (7 € {1,2,3}) Operatoren
As Bs
o1
sind, die mit ; (i € {1,2,3}) vertauschen. Das Skarlarprodukt zwischen A und o = | 2 | sei definiert
03
also - A = 5’1A1 + 5’2/12 + 63A3 .
Zeigen Sie
(c0-A)o-B)=A-B+ioc(AxB).
Aufgabe 2 Wasserstoffatom [4 +3 + 2+ 3+ 2+ 4+ 4 + 2 = 24 Punkte]
Wir betrachten die stationédre Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom.
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a) Zunéchst wollen wir das Zweikorpersystem in die Relativbewegung von Elektron und Proton, sowie die
Bewegung des Schwerpunktes aufteilen. Fiihren Sie dafiir die Schwerpunktskoordinaten rg = ar. + fry,
und Relativkoordinaten ry¢ = re —rp, ein. Bestimmen Sie o und 8 und entkoppeln Sie die Schrédinger-
gleichung des Wasserstoffatoms, indem Sie zwei separate Differentialgleichungen fiir die Relativ - und
Schwerpunktsbewegung herleiten.

b) Fiihren Sie fiir die Differentialgleichung der Relativkoordinaten einen Seperationsansatz ) = R(r)Yim(0, ¢) =
1U(r)Yim(0, ¢) durch und bestimmen Sie die Differentialgleichung die U(r) erfiillen muss.
Hinweis: Y], (8, ) sind die Kugelflichenfunktionen.

c¢) Fihren Sie den Variablenwechsel U(r) = e™”f(p), p = r/ro durch und bestimmen Sie die Differential-
gleichung die f erfiillen muss.

Bemerkung: Die Losung ist f” +af’ + (b/p+c/p?)f = 0.
d) Machen Sie einen Potenzreihenansatz und bestimmen Sie die Rekursionsbeziehung der Koeffizienten.

e) Zeigen Sie, dass der n-te Energieeigenwert durch E,, = #El bestimmt ist. Bestimmen Sie weiterhin
F4 und den Entartungsgrad aller Energieniveaus.
f) Bestimmen Sie den ersten und zweiten angeregten Zustand.
Hinweis: Die Normierung der Zustédnde ist nicht verlangt!
g) Zeigen Sie, dass der Radialteil fiir ein allgemeines n mittels der assoziierten Laguerre Polynome ausge-
.. . _ 20 . k _
driickt werden kann. (i.e. R(r) e PR L2 (2p), mit Ll;(x) = (—1)k%L2+k, L) = egcd%(e “zP))

h) Ein Elektron, dass sich im Coulomb-Potenzial eines Protons bewegt, wird durch folgende Wellenfunk-
tion beschrieben:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es sich im Grundzustand des Wasserstoffatoms befin-
det?

Aufgabe 3 Spin § [3+4 3+ 3 =9 Punkte]

Wir betrachten ein Teilchen mit Spin 1/2. Seien |1/2) und |—1/2) die Eigenzusténde zu S.. Die Spin-Matrizen
in der Eigenbasis von S, sind:
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a) Berechnen Sie (S,),(S;) und (S,).

b) Sei n der radiale Einheitsvektor in Kugelkoordinanten, i.e. n = sinf cos p e, +sinfsingpe, + cosfe,.

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren |[n+) von n - S. Dabei ist S = e, + eySy +e.9,.

Verwenden Sie die S,-Basis, i.e. [1/2) = <[1)> und | — 1/2) = <(1)> um ihre Antwort anzugeben.

c) Berechnen Sie (n £ |S|n+)



