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1 Newtonsche Mechanik

1.1 Die Newtonschen Gesetze

Die Newtonschen Gesetze von 1687 lauten in ihrer urspriinglichen Formulie-
rung:

1. Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmig ge-
radlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwun-
gen wird, seinen Bewegungszustand zu dndern.

Bemerkung:
Ohne &dufiere Krifte ist also der Geschwindigkeitsvektor konstant

und nicht nur sein Betrag.

2. Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,
nach welcher jene Kraft wirkt.

Bemerkung:
Die mathematische Formulierung dieses Gesetzes fiihrt auf die klas-
sischen Bewegungsgleichungen.
3. Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich.

Diese Gesetze fiihren einige Begriffe ein, die wir genauer diskutieren werden.

e Korper: Hier werden zunichst mathematisch idealisierte Massepunkte
betrachtet. Ausgedehnte (starre) Kérper bzw. kontinuierliche Massever-
teilungen werden gesondert diskutiert.

e Die Bewegung eines Korpers wird durch Bahnkurven r(t) im R? be-
schrieben.

Beispiele:

e Kreisformige Bewegung mit Radius R und Kreisfrequenz w in der
Héhe zg:
R cos(wt)
r(t) = | Rsin(wt)
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e Wurfparabel mit Anfangsort

Zo
rit=0)=1 0 :
20
Anfangsgeschwindigkeit
Vg
vt=0)=7(t=0)=|( 0
Uz
und Erdbeschleunigung g = g-e.:
Ut + g
r(t) = 0

vt + 29 — gt?/2
e Fiir eine geradlinig gleichférmige Bewegung gilt:
r(t) = ro + vot

mit Anfangsort rq und Anfangsgeschwindigkeit vy.
Fiir die geradlinig gleichférmige Bewegung gilt offensichtlich:

v(t) =7(t) = vy und a(lt)=o(t)=7()=0.

1.2 Inertialsysteme
In einem Inertialsystem hat das zweite Newtonsche Gesetz die Form:
dp
F="=j 1
g =P (1)
mit dem Impuls p(¢) und der dukeren Kraft F'.

Fiir den Impuls gilt:
p=mv=mr, (2)

wobei m die Masse des Korpers bezeichnet. Bleibt die Masse wiahrend der
Bewegung konstant (Gegenbeispiel: Rakete), so gilt:

F =ma=mr .



In einem Inertialsystem ist die kréftefreie Bewegung eines Korpers geradlinig
gleichformig, da p = 0 gilt (m = const.).

In Koordinatensystemen, die selbst beschleunigt sind, treten dagegen soge-
nannte Scheinkréfte auf (Zentrifugal- & Corioliskraft).

Satz:

Sei K ein Inertialsystem. Dann ist auch jedes sich mit konstanter Geschwin-
digkeit w relativ zu K bewegende Koordinatensystem K’ ein Inertialsystem.
Das Gesetz gilt also auch in K’, wie man leicht nachrechnen kann.

1.3 Einige einfache Erhaltungssitze
1. Impulserhaltung
Wenn die Summe aller duferen Krifte F', die auf einen Koérper wirken, ver-
schwindet, dann gilt p = 0 und somit die Erhaltung des Impulses.
2. Drehimpulserhaltung
Der Drehimpuls eines Teilchens ist definiert als:
L=rxp, (3)

wobei r den Vektor vom Koordinatenursprung zum Ké&rper bezeichnet.

Abbildung 1: Definition des Drehimpulses.

Fiir unser Beispiel einer Kreisbewegung in der z-y-Ebene gilt:

R cos(wt) — Rw sin(wt)
r(t) = | Rsin(wt) : 7(t) = | Rwcos(wt)
0 0



und damit:

L=mrxr
0
=mR*w 0
cos®(wt) + sin®(wt)

= mwR%e, .

Fiir einen Ko6rper, der sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w parallel
zur z-y-Ebene bewegt, ist der Drehimpuls parallel zur z-Achse ausgerichtet.
Fiir eine Bewegung im mathematisch positiven Sinne ist das Vorzeichen von
L positiv und umgekehrt.

Das Drehmoment]]] wird definiert durch:

N=rxF. (4)
Wir betrachten nun die zeitliche Anderung des Drehimpulses, die durch
(m = const.):

dL d

E:E(’rxmv)z’fxm'i“—i—rxm’i*:]\f

gegeben ist. Durch das Drehmoment wird also die Anderung des Drehimpul-

ses festgelegt:

. dL
L=—=N. 5)
p (5)

Erhaltung des Drehimpulses:

Wenn das gesamte Drehmoment N, das auf einen Koérper wirkt, verschwin-
det, ist der Drehimpuls L erhalten.

3. Energieerhaltung

Die von einem Korper geleistete Arbeit W ist durch das Wegintegral

2
Wiy — / Fds (6)
1

gegeben.
Wenn wir wiederum annehmen, dass m = const. gilt, erhalten wir:

2 2 dw m [?d
F = . = —(v)?
/1 ds m/l ; (v dt) 5 /1 t(v) dt

'Wir passen uns hier der Notation von Goldstein et al an; gebréuchlich ist auch M.
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und damit: m
W12 = E(Ug —U%) = TQ —T1 .

Die geleistete Arbeit entspricht also der Anderung der kinetischen Energie

=Sv (7)

Wenn die Anderung der Energie nicht vom Pfad abh#ingt, spricht man von
einem konservativem Kraftfeld. Es gilt dann auch:

7{ F.-ds=0. (8)
Fiir konservative Kraftfelder existiert ein Potential, so dass:

F=-VV(r). 9)
Damit erhalten wir auch F' - ds = —dV.

Offensichtlich &dndert sich das Kraftfeld nicht, wenn wir zum Potential eine
Konstante hinzuaddieren.
Mit dem Potential konnen wir einen weiteren Erhaltungssatz formulieren:

Energieerhaltung;:

Wenn die Krifte, die auf einen Korper wirken, konservativ sind, ist die Ge-
samtenergie T+ V des Korpers erhalten, wobei mit V' die potentielle Energie
bezeichnet wird. Es gilt also T} + Vi =T, + V5.

1.4 Das Zweiteilchensystem
Fiir ein System aus zwei Korpern mit Massen m; und ms gilt:
mlh = F21 sowie m27'52 = F12 = —Fgl .

Damit gilt dann auch:
myTy + mare =0 .

Wenn man nun die Schwerpunktkoordinaten

1
ry i = —— T+ r
: m1+m2(m1 1T M2 2)
einfiihrt, gilt offenbar:
. 1 (maiy + #y) = 0
r,=——(mr maors) =0 .
my + Mo v 202



Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich also geradlinig gleichférmig.

Interessanter ist die Relativbewegung der Kérper. Wir fiihren dazu Rela-
tivkoordinaten

r=7T1—"7T9

ein.

Abbildung 2: Schwerpunkt- und Relativkoordinaten.

Die urspriinglichen Koordinaten ergeben sich dann aus:

mao my
ri=7r.,4+—r TPo =7y — ——T .
1 s ) 2 S
mi + Mo my + Mo

Das Kraftgesetz fiir die Relativbewegung lautet damit:
mime . mimese

ml'h:mﬁ’s—i— r= ’;’.‘:Flg.
mq + Mma my + Mo

Mit der reduzierten Masse
mime

mi1 + mao

gilt dann:
ur = Fiy .

Ein Beispiel fiir ein solches Kraftgesetz ist das Gravitationsgesetz, das auf
das Keplerproblem fiihrt.
Explizit gilt fiir das Gravitationspotential V' (r) = —G™.72;

mimse T

P ‘
Hr r2



Fir das Drehmoment N = % gilt im Gravitationspotential:

dL
E = ur X r = —Gm1m2

p (rxr)=0.
Der Drehimpuls ist also eine Erhaltungsgrofie fiir ein Teilchen, das einer
Zentralkraft

F(r)=f(r)r (10)

ausgesetzt ist. Die Gravitationskraft ldsst sich aus dem Potential V(1) = —é

herleiten, wobei A = Gmyms ist. Damit ist auch die Gesamtenergie in dem
System erhalten.

1.5 N-Teilchensysteme

Wir betrachten N Massenpunkte {mq,ms,...,my}. Zwischen den Korpern
wirken die inneren Krafte F;;. Ferner wirken die dufieren Krifte K, auf die
Massepunkte.

Wir nehmen an, dass die F';;, Zentralkrifte sind. Damit gilt:

F; = F; (Tzk) T T

mit Tik = |ri — k| .
Tik

Fir(ry) sei eine skalare Funktion, die nur vom Abstand zwischen den Mas-
sepunkten ¢ und k abhingt. Die Krifte F';; seien Potentialkrifte, d.h.

Fi. = =V, Ui(rir) -
Die Bewegungsgleichungen haben dann die Form:
N
m;r; = Zsz+Kz ;
ki

wobei F'y; = —F;, gilt und K; die dukeren Kréifte bezeichnen.
Fiir N-Teilchensysteme lassen sich verschiedene Erhaltungssitze herleiten:

Schwerpunktsatz:
Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein Massepunkt der Masse M = Zf\il m;
unter der Wirkung der dufseren Kraft K = Zfil K, also:

N N
1
Mr, = E K; mit dem Schwerpunkt r,=— E m;r; .
i=1 M i=1



Drehimpulssatz:
Fiir die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses gilt:

d N N
&(Zli>:ZTjXKj.
i=1 j=1

Sie ist also die Summe der Drehmomente der dulieren Krafte.

Energiesatz:
Die zeitliche Anderung der gesamten Energie ist gleich der Leistung der du-

Beren Krafte:
N

d .
(T +U) =) (1K)

i=1

mit

N
T = Z% : EZTi und U:ZUik(rik).

i=1 i i<k

Beweis: Es gilt:

dt dt \ 2
-G i)

=m; (@ + ;Ui + 2:%)

=—7;-V; (Z Uz’k(ﬁ'k)) + 7 K;

ki



Wenn man nun iiber alle Teilchen summiert, ergibt sich:

g (X N N
a (Z Tz) = —ZZ”"@'Vz’Uik(Tz’k) +Z".°iKi
i=1 i=1 k#i i=1

~~

:% Zf\le Z{CV:¢+1 Uik (rik)  (Kettenregel)

d N
- F K
dtU+;r’ i

und damit die Behauptung.

Einen wichtigen Spezialfall stellen die abgeschlossenen N-Teilchensysteme
dar, fiir die die duferen Krifte verschwinden.
Fiir abgeschlossene N-Teilchensysteme kann man insgesamt 10 Erhaltungs-
grofsen oder Integrationskonstanten angeben:

e den Gesamtimpuls P = Zf\;l p; = const. |
e die Gesamtenergie E=T+U= % +Ta+ U,
e der Schwerpunktsatz ry(t) — 7Pt =14(0) ,

e der Gesamtdrehimpuls L= Zf\il li=7x P+l .

1.6 Galileitransformation

Die allgemeine Transformation, die Inertialsysteme wieder auf Inertialsyste-
me abbildet hat die folgende Form:

r—>r’:§r—|—'w—|—a mit
t—=t =XM+s mit

€ 0(3), det(R) = +1
=41

> [l

R beschreibt eine eigentliche (uneigentliche) Drehung, falls det(R) = +1
(det(R) = —1). w ist ein konstanter Geschwindigkeitsvektor und a eine kon-
stante Verschiebung.

Die allgemeine Transformation héngt von 10 Parametern (drei Drehwinkel,
jeweils drei Komponenten von a, w und s ) ab. Dies entspricht der Zahl der
Erhaltungsgrofsen im abgeschlossenen n-Teilchensystem!

Wir werden spiter den Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhal-
tungsgrofen genauer betrachten.
Hier halten wir fest, dass aus der Invarianz unter
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e Zeittranslation die Erhaltung der Gesamtenergie,
e riumlicher Translation die Impulserhaltung,
e und der Invarianz gegeniiber Drehungen die Drehimpulserhaltung folgt.

Schlieklich gilt, dass die Grofe

rs(0) = ry(t) — %t

unter der Transformation » — ' = r 4+ w invariant bleibt.

1.7 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Die Einfiihrung geeigneter Koordinaten ist ein wichtiger Schritt bei der Lo-
sung der Bewegungsgleichungen. Koordinatentransformationen kénnen bei-
spielsweise dazu dienen Freiheitsgrade des Systems zu entkoppeln und damit
die Losung stark zu vereinfachen.

Beispiel: Fiir Zentralkrifte, fiir die V' (r) = V(r) gilt, ist die Einfiihrung von
Kugelkoordinaten sinnvoll.

Solche Koordinaten werden generalisierte Koordinaten ¢; genannt. Es gilt
der Zusammenhang

ri(t) = ri(q1, g2, -+, @3N, 1) 1=1,...,.N
fiir ein N-Teilchensystem im dreidimensionalen Raum.

Bemerkung:
Fiir N ausgedehnte Korper betragt die Zahl der Freiheitsgrade 6 N in 3D,
da die Orientierung festgelegt werden muss.

Bei den meisten physikalischen Problemen treten Zwangs- oder Nebenbe-
dingungen auf, wie beispielsweise bei einem Zylinder, der auf einer Fliche
rollt. Man unterscheidet:

Holonome Nebenbedingungen, die in der Form:

fi(qla---7q3N7t) =0 y Z:17,k (11)

geschrieben werden kénnen. Durch k£ holonome Nebenbedingungen reduziert
sich die Zahl der Freiheitsgrade auf 3N — k.

Nicht-holonome Nebenbedingungen lassen sich nicht durch Gleichungen
zwischen generalisierten Koordinaten in der Form beschreiben.
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Beispiele:

e Ebenes Pendel:
In Kugelkoordinaten gilt offensichtlich: r — L =0, ¢ — g =10
(holonome Zwangsbedingung)

Abbildung 3: Ebenes Pendel.

¢ Rollende Kreisscheibe:
Wir betrachten eine Kreisscheibe die sich in der z-y-Ebene bewegt. Die
Bewegung der Kreisscheibe wird durch die x-y-Koordinate des Mittel-
punktes, den Rotationswinkel ¢ um die Achse der Scheibe und den
Winkel 0 zwischen Rotations- und z-Achse beschrieben.

<Y

¥

Abbildung 4: Rollende Kreisscheibe.

11



Offenbar gilt: .
v =v=a¢,

da der Betrag der Geschwindigkeit proportional zur Winkelgeschwin-
digkeit ¢ ist.
Fiir die Komponenten von v gilt:

& = vsin(f) und y = —vcos(h)
und mit der obigen Bedingung fiir v gilt:
dx — asin(f)dp =0 und dy + acos(f)dp = 0 .

Die Zwangsbedingungen lassen sich nur in differentieller Form schrei-
ben und sind daher nicht holonom. Die Gleichungen lassen sich nicht
unabhéngig integrieren, da der Zusammenhang zwischen 6 und ¢ nicht
festgelegt ist.

Weitere Beispiele fiir nicht-holonome Zwangsbedingungen sind Ungleichun-
gen.

Man unterscheidet ferner zeitabhingige Zwangsbedingungen, die man
rheonom nennt, und zeitunabhingige (skleronom).

1.8 Variationsrechnung und Funktionale

In diesem Abschnitt werden einige Prinzipien der Variationsrechung erldu-
tert, die wir im anschliefenden Kapitel bendtigen.

1.8.1 Definition: Funktional

Ein Funktional ist eine Abbildung aus dem Funktionenraum X in die reellen
bzw. komplexen Zahlen, also:

¢p: feX = ¢[fleC. (12)
Beispiel: Integrale iiber Funktionen, Normen, Skalarprodukte wie:
olf) = [ da u(@)f(e)
mit der festen Funktion u(x).

Fiir lineare Funktionale gilt:

olaf + Bg] = aglf] + Blg] . (13)
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Beispiele: ¢[f] = f: dzf(x) ist ein lineares Funktional, da:
b
olaf + gl = [ du (af +50)

b b
:a/ dz f(x)—l—ﬁ/ dz g(x)
= ao[f]+ Belg] -
Explizit ergibt sich fiir f(z) =1 = const.:

ol =b—a
und fiir B g
Plaz" ' = a— ¢
n
Umgekehrt ist ¢[f] = fab dz f?(x) nicht linear, da beispielsweise
gilt:
dlaf] = a®¢[f] .

1.8.2 Funktionalableitung und -integration

Bevor wir die Funktionalableitung einfiithren, erinnern wir kurz an die Defi-
nition der Ableitung von Funktionen einer Variablen.

Fiir gewohnliche Funktionen kann man die Ableitung tiber die lineare Néhe-
rung einfiihren:

Zu jeder Funktion f(z) existiert eine weitere Funktion %(xx) fiir die gilt:

df(x
ft ) = 1)~ L~ o
x
wobei }LiII(l) % = 0 und O die Ordnung angibt.
—

Dieses Konzept wollen wir nun auf Funktionale verallgemeinern. Wir betrach-
ten dazu die Anderung des Arguments von ¢[f] um einen additiven Beitrag

h(z), also @¢[f + h]. Dann ist die lineare Niherung % gegeben durch:
09
OLf +h]—olf] — [ da ﬁ(x) h(z)| = O([[Al]) -
Bemerkungen:

e Wir setzen voraus, dass f und h zweimal stetig differenzierbare Funktio-
nen auf einem Banach-Raum X (vollstdndiger normierter Raum) sind.
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° g—? € X nennt man Funktional- oder Fréchet- Ableitung.

e O(]|h||) beschreibt einen Ausdruck, der schneller als linear in der Norm
von ||h|| verschwindet.

Beispiel: Wir betrachten das Funktional:

¢m=4mmmﬂm.

Dann gilt:

@f+m=/waw<ﬂm+h@»:ﬂﬂ+¢m

R
und somit:
_ _ ¢

o[h] = /}Rdx u(z) hiz) = /Rdx (@) hia)

Analog ergibt sich:
(??([J;]) =1 fir das lineare Funktional

und

3o[f]

.. b 2
5F(2) =2f(z) fir a<z<b und gb[f]:/a dz f*(z).

Man kann fiir die Funktionalableitung auch weitere Rechenregeln ableiten,
wie zum Beispiel die Produktregel oder die Regel:

S(olfI)" 0100
Tof n(o[f]) 5f

1.9 Variationsrechnung

Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit der Bestimmung von Extrem-
werten von Funktionalen, wie beispielsweise der Bestimmung des kiirzesten
Weges auf einer gekriimmten Fliche. Dabei sind die Anfangs- und Endpunk-
te festgehalten und die Funktion y(¢) wird variiert.
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Abbildung 5: Bestimmung des kiirzesten Weges auf einer gekriimmten Fliche.

Im Hinblick auf die Anwendung in der Mechanik betrachten wir ein Funk-
tional der Form:

b
Sty = / at F(y().9(0).t) -
Wir betrachten nun:
Sly+ ) = [t £ + b0, 30) + h(o). 0
b
:/ dt (f(y,y,t) +hg—£ + 'g—g +0 (hQ))

Damit wir einen Ausdruck linear in h(t) erhalten, miissen wir partiell integrie-
ren. Wir nutzen dazu aus, dass h(a) = h(b) =0 gilt und somit h(t)%;”t)
am Rand verschwindet. Es gilt also:

' of dd
5[y+h1—/ dt(ﬂy,y,t)ma—g— M—g+o(h2))

Die Funktionalableitung lautet daher:
6Sly] of dof

Sy Oy dtoy

Das Funktional nimmt einen Extremwert an, wenn % =0, also:

0 do

8_3]; - &a_z =0 (Euler-Lagrange-Gleichung) (14)
gilt.

15



Beispiel: Kiirzeste Verbindung zwischen (0;1) und (4; —3)
4
= Sy :/ dx 1+ y?
0

Euler-Lagrange:

0 d [0
— /1 2 _ — | —.\/1 21 =
oy Ty dz (83/ —l—y)

d Y
S —— =0
dz /1+y/2
/
- Y _
/1+y/2
2 ? 2
&y :1—025b
s y=b = y=a+bx

Durch y(0)=a=1 und y(4)=1+4b= -3
werden die Konstanten a =1 und b= —1 festgelegt.
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2 Prinzipien der kanonischen Mechanik:
Die Langrangeschen Gleichungen

Die kanonische Formulierung der klassischen Mechanik bietet die Méglichkeit
in eleganter Weise die Zwangsbedingungen eines mechanischen Systems zu
beriicksichtigen und die Bewegungsgleichungen in unabhéngigen Koordinaten
zu formulieren. Der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungs-
grofen ergibt sich in einfacher Weise.

2.1 Das d’Alembertsche Prinzip

Eine sogenannte virtuelle Verriickung ist eine infinitesimale Anderung ér;
aller Koordinaten r;, die mit den Zwangskréften vereinbar sind. Der Begriff
wirtuell* konnte auch durch ,jinstantan® ersetzt werden, da vorausgesetzt
wird, dass sich die Zwangskrifte nicht verdndern (was fiir endliche Zeitinter-
valle nicht vorausgesetzt werden kann).

Wir nehmen an, dass sich das System im Gleichgewicht befindet, das heifst,
dass die Summe aller Kréfte auf alle beliebigen Teilchen verschwindet:

und somit trivialerweise:

N
i=1

Wenn man nun die Krafte in tatsdchlich wirkende Krafte F'
krafte f, aufteilt ergibt sich:

N N N
ZFZ(STZ:ZFEG)éT’z—FZfZ(STZ:O
=1 =1 =1

Wir befassen uns nun mit solchen Systemen, in denen die Zwangskrifte keine
virtuelle Arbeit verrichten, also sz\il fi-0r; =0. Damit gilt dann fiir ein
mechanisches System im Gleichgewicht:

(a)

7

und Zwangs-

N

STFW . bri=0. (15)

i=1
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Bemerkungen:

e Im Gegensatz zu den Kréften F'; gilt nicht, dass die einzelnen Summan-
den verschwinden, da die dr; mit den Zwangsbedingungen kompatibel
sein miissen. Sie sind also nicht zwangsldufig unabhingig.

e Die Arbeit sz\il F; - or;, die durch virtuelle Verriickungen geleistet
wird, nennt man auch virtuelle Arbeit.

Bislang betrifft Gleichung nur die Statik des Systems. Wir wollen nun
aber Bewegungsgleichungen herleiten, die wie keine Zwangskrifte ent-
halten.

Dazu formen wir die Gleichung F'; = p, in geeigneter Weise um.

Wir betrachten den Ausdruck F'; —p, = 0. Damit haben wir durch die Einfii-
rung der ,Reaktionskraft® —p, wieder eine Gleichgewichtsbedingung formu-
liert. Es gilt offensichtlich:

N
Y (Fi—p,) - ori=0.
i=1
Zerlegen wir wiederum F'; in F'; = FE“) + f, , ergibt sich:
N N N
STED + fi—p)ori=> (F\Y —p)ori+ > i 0ri=0.
i=1 i=1 i=1

Da wir wiederum voraussetzen, dass die virtuellen Krafte keine Arbeit ver-

richten, ergibt sich:
N

STFY —p)-or=0. (16)

i=1

Diesen Ausdruck nennt man das d’Alembertsche Prinzip.

Da wir nun die Zwangskrifte eleminiert haben, miissen wir nicht mehr zwi-
schen F'; und FE“) unterscheiden und bezeichnen die wirkenden Kréfte von
nun an als F.

Wir betrachten im Weiteren die Gleichung als Ausgangspunkt und fiih-
ren generalisierte Koordinaten ¢; mit : = 1,2,... n ein.

Aus 7, = 7i(q1, @2, -, gn, ) ergibt sich dann:

. " 87“1» . (‘37"1»
v, =T = —qk + = .
; YT
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Ahnlich gilt fiir die virtuellen Verriickungen:

n o ;
(S'T'Z' = a_r(SQJ .
=1 94
Und somit:
N N n ar‘ n
D Fidri=3 > Fig -04;=) Q4
i=1 i=1 j=1 qj j=1
wobel wir mit:
l or
Fi—=Q
250, =

die generalisierten Krafte bezeichnen.

Bemerkung:
Die generalisierten Koordinaten ¢; haben nicht zwangsliufig die Dimen-
sion einer Linge. Damit haben die (); auch nicht zwangslaufig die Di-
mension einer Kraft. ();0¢; muss aber immer die Dimension einer Arbeit
besitzen. (Beispiel: (); Drehmoment; dg; differentieller Winkel.)

Nun wenden wir uns dem zweiten Ausdruck in ((16)) zu:

al al . Al or;
;pz or; = ;m,ri cor; = ;;mma 0g;
Es gilt:
N or; d . o0r; d [/0Or;
;mﬂn@j ;&(mim.ag> iTig (8%) (17)
i
und:
d [Or; or; 9% Pr; v
dt (3%’) " dg — WQMLW Ty

Weiterhin ergibt sich:

8’01' . i i 8nq I 8ri . 8m
0g;  04; \ = dq Ot dq;

19



Durch Einsetzen in (17)) erhalten wir:
im o i d( oo v
iTiy — = 7 \ MUV | — V|
1 an i1 dt aq]‘ aq]‘

so dass sich insgesamt fiir .~ (p; — Fga)) - dr; ergibt:

n N N
S 1, ) 1,
S (Y sma )| = [ sma? | - 5
2 dt | g, <i:1 2”“”)] g <i:1 2" ”l) @ 9
—— = iy
\ PR jt (m”’l g?) "MiYigg; )

Mit der kinetischen Energie T = L SV m;0v? ergibt sich dann fiir das d’Alem-
bertsche Prinzip in generalisierten Koordinaten:

[ d (8T> or
— | 5= ———Q-}éq-zo. (18)
jzl {dt aqj an' I I
Bemerkung:

In kartesischen Koordinaten héngt 7" nur von den Geschwindigkeiten ab,
so dass 2L = 0. Dies ist fiir generalisierte Koordinaten jedoch nicht immer
der Fall.

8

Bislang hatten wir vorausgesetzt, dass die Zwangskrafte keine virtuelle Ar-
beit leisten. Fiir holonome Zwangsbedingungen ist es dagegen immer moglich
einen Satz unabhdngiger Koordinaten zu finden, die die Zwangsbedingungen
implizit berlicksichtigen. Dann sind auch die virtuellen Verriickungen unab-
hangig, so dass fiir alle Summanden gilt:

aory or_,
t \ 0¢; dg; 7

Wir betrachten nun Potentialkrifte F; = —V,;V (7, ...,7n,t). Dann gilt:

or; al or;, OV
j R Nl v VA A
; g ; 0gj 04

Damit ergibt sich dann fiir Potentialkrafte:

ory or-v) 0
dt 8qj o
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Bemerkungen:

e Da wir auch explizit zeitabhéngige Potentiale zugelassen haben, haben
wir bislang noch keine Energieerhaltung vorausgesetzt.

e V hingt nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten ab. Daher gilt

auch:
i (T -V) _ (T -V)
dt 8q] an

=0.

Wenn wir nun 7" und V' zur sogenannten Lagrange-Funktion
L=T-V (19)

zusammenfassen, ergibt sich:

d (0L oL
E— — —_— — . 2
it (aq'j) o " (20)

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen zweiter Art.

Bemerkung:
Die Lagrangegleichung gelte fiir unabhéngige generalisierte Koordinaten.

Beispiel: Wir betrachten eine Punktmasse auf einer Kugelschale im Gravi-
tationsfeld. Wir legen den Koordinatenursprung nun so, dass die
Masse m auf der Kugelschale immer den Abstand |r| = R hat.

Abbildung 6: Sphéarisches Pendel.
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Die Zwangsbedingung ist also holonom, so dass das Problem in un-
abhingigen generailisierten Koordinaten beschrieben werden kann.
Dann gilt mit:

R cos(yp) sin(0)
r= | Rsin(y)sin(0) und F = —mge, = F.e,
R cos(0)
in generalisierten Koordinaten ¢; = 6, g2 = ¢:
87" : .
Q1= (9q = —F.Rsin(d) = mgRsin(f) und Q2 =0.
1

Die @; sind Potentialkriafte mit U(qi,q2) = mgR(1 + cos(q1)).
Weiterhin gilt:

cos(p) cos(@)é — sin(p)@sin b
P =R | sin(p)cos(0)d + cos(p)¢gsin(d) |
—sin(0)0

PN |:<Cos((p) cos(0)0 — sin(y)@ sin 8)2 -

(sin(ap) cos(6)6 + cos(p) sin(9)>2 + Sin2(0)é2}

= [COS (i) cos?(0)6% — 2sin(i) cos(ip)¢ sin(6) cos(6)0
+sin’(p)¢? sin®(0) + sin® (i) 00'82(9)9'2
+25in(p) cos(ip) @ sin(6) cos(0)8 + cos () sin(0)
+sin®(9)0 }

= R |cos?(0)6° + sin®(0)6? + % sin(0) |

~ R? [9’2 + 2 sinz(Q)}

= R*[Gi* + ¢ sin*(q1)]

und somit:

mR?

2

T= (47 + g5 sin*(q)]

(folgt aus T = %m7'°2 und einsetzen der generalisierten Koordina-
ten).
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Damit erhalten wir:
1 ) .9 .
L= §mR2 [qf + qg smz(qlﬂ —mgR[1+ cos(q1)] .

Euler-Lagrange:

g—qu = mR%¢3 sin(qy) cos(q1) + mgRsin(q;) g_qLQ _0
g—(i - mRQQ1 g_qlé — mRQQ'Q Sin2(q1>

Die Bewegungsgleichungen haben daher die Form:
. 9 g7 . B
G — | g5 cos(qr) + }_%] sin(q1) =0,

Go sin(q1) + 2¢1Ga sin(qy) cos(q1) =0 .

2.2 Das Hamiltonsche Extremalprinzip

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen und
damit die Bewegungsgleichungen aus dem Prinzip folgen, dass die Zwangs-
krifte keine virtuelle Arbeit leisten und den Begriff der virtuellen Verriickung
or; eingefiihrt.

Das Hamiltonsche Prinzip bietet einen alternativen Zugang.

Einem mechanischen System mit n Freiheitsgraden, die durch die unabhéngi-
gen generalisierten Koordinaten qi, s, . . ., ¢, beschrieben werden, sei eine C-
Funktionﬂder Variablen ¢; und ¢;, miti = 1,2,....,n, L(q1, ..., qn,G1, - - - Gn, t)
zugeordnet, die sogenannte Lagrange-Funktion.

Weiterhin betrachten wir eine Bahnkurve () = {¢1(?), ..., ¢n(t)} im Inter-
vall t; <t <ty. Es gilt ¢(t;) = a und ¢(t2) = b.

Fiir eine solche physikalische Bahnkurve @(t) ist das Funktional

= /;2 dt Lg(t), q(t),1)

extremal.

Bemerkung:
Das Funktional hat die Dimension einer Wirkung, also Energie-Zeit.

’Eine C?-Funktion ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
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2.2.1 Lagrange-Gleichungen und Extremalprinzip

Satz:
Das Funktional [ ist dann fiir ¢(¢) extremal, wenn ¢(t) die Euler-Lagrange-
Gleichungen:

SL _OL d (8L>

- _ = 0_qk

or _ k=1,2,...
oge  Oqp At ol

erfiillt.

Beweis: Wir nehmen an, dass q(t,a) = ¢(t) + ap(t) ist, wobei:
—1 <a<1lund(t;) =(t2) =0, (1) stetig.
Falls [ fiir () extremal ist gilt:

[%I(a)} =0
mit

I(a) = / " dt Liq(t. o). a(t.a).1)

t1

Es gilt weiterhin:

= [y

I k=1

oL dg. | OL dgi
Oqr, da  Oqy, dav )

Wenn wir nun den zweiten Term partiell integrieren, erhalten wir:

/”dta_L%_ OL dg 1" _/”dti oL dax
t1 qu da N 8qk da t dt 8qk da’
————

t1

=0, da[ k] *=u(t2)-v(t1)=0-0

so dass sich insgesamt ergibt:

o] - [ S ()]0

a=0 k=1

Da die Funktionen v (t) beliebig und unabhéngig sind, muss

OL d (OL\ _ 0
8qk dt 8qk N
gelten, so dass die Euler-Lagrange-Gleichungen folgen.
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2.2.2 Das Hamiltonsche Prinzip fiir Systeme mit Zwangsbedin-
gungen

Wir betrachten nun ein System mit m Zwangsbedingungen f, und den zu-
gehorigen Lagrange-Multiplikatoren A, (sieche Anhang). Dann ergibt sich:

to m
1:/ dt<L+Z/\afa> .
t1 a=1

Wir variieren g, und A, unabhingig voneinander, so dass wir n + m Glei-
chungen erhalten. Es gilt:

2 " d oL 0L <. Of
5]:/ dt _—— -+ Ao—=18q,, =0 .
t ( c~dt dgy O ; 3%) o

Durch die Zwangsbedingungen sind die J; nicht unabhéngig. Wir betrachten
nun m Gleichungen der Form:

ddL OL <~ 0fa
AOL 0L 5~y ey

ot o

In den iibrigen n — m Gleichungen kommen die Zwangskrifte nicht vor. Wir
konnen die obige Gleichung als Einfiihrung verallgemeinerter Krifte verste-
hen, die die Zwangsbedingungen realisieren.

Beispiel: Wir betrachten wiederum ein Teilchen mit der Masse m auf einer
Halbkugel im Schwerefeld g.
Es gilt:

1
L:T—Uzam(x'g—l—gf%—,é?)—mgz,

yt)=0 und Va?+:2=a.
Mit r? = 2 + 2* und £ = cos(f) ergibt sich:
mab? —mgcos(0) + X =0 und Ma20 + mgasin(f) = 0
= 2= —Zcos(f) + 2 und A\ =mg(3cos(d) —2) .

A ist die Stiarke der Zwangskraft. Fiir A = 0 verldsst das Teilchen

die Sphére bei 6 = cos™(2).
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2.3 Symmetrien und Erhaltungsgrofien

Die Symmetrien und Erhaltungsgréfen eines Problems vereinfachen einer-
seits die Losung der Bewegungsgleichung, liefern aber gleichzeitig wichtige
Informationen iiber das System.

In vielen Systemen gelten Gleichungen der Form:

f(@1, s Gns @1, -y G, t) = comst.

Dies sind Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Koordinaten und
Geschwindigkeiten. Die Gleichungen geben wichtige physikalische Informa-
tionen iiber die mechanischen Systeme.

Beispiel: System aus N Massenpunkten in einem Potential, das nur von den
Koordinaten r; = (z;, y;, z;) abhéingt:

OL 0T OV 0 <~ Y _
Oi;  Oi; Oi;  Ody Zimi<x?+y5 + &) = midi = pi,
(2 7 \’-z/ 7 .

1=

=0

Diese Beziehung zwischen Lagrange-Funktion und Impuls kann fiir generali-
sierte Koordinaten verallgemeinert werden.
Dazu fithren wir den kanonischen Impuls

oL

pj = a4, (21)

ein.

Bemerkung:
pj ist fiir generalisierte Koordinaten nicht automatisch identisch mit dem
Impuls des Teilchens. Dies gilt insbesondere fiir geschwindigkeitsabhingi-
ge Potentiale.

Das Konzept der kanonischen Impulse erlaubt die einfache Identifikation von
Erhaltungsgrofsen:

Wenn die Lagrangefunktion nicht von ¢; (aber von ¢;) abhéngt, dann nennt
man die Koordinate g; zyklisch. In diesem Fall gilt:

Damit ist der zu einer zyklischen Koordinate konjugierte Impuls erhalten,
also:
p; = const.
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Beispiel: Wir betrachten ein Teilchen im Zenralpotential V' (x), sodass der
Drehimpuls erhalten ist. Daher verlduft die Bewegung in der Ebe-
ne. In Polarkoordinaten gilt:

x = rcos(p)

— % = (Fcos(p) — rsin(p)p)

= 7% cos®(¢p) — 217 sin(¢p) cos(p)p + 172 sin®(p)

2

y = rsin(p)
— 9% = (rsin(p) + rcos(p)P)

2 sin? () + 2r7sin(ip) cos(@)p + 72 cos*(p) @

2

=7 2

1
— L=T-V= §m(7‘«2 +1%p%) — V(r)
¢ ist eine zyklische Koordinate — p, = % = mr?y ist eine
Erhaltungsgrofe.

Wenn ein mechanisches System unter der Verschiebung einer Koordinate g;
invariant ist, kann diese Koordinate nicht in der Lagrangefunktion auftreten
und ist daher zyklisch. Damit ist p; eine Erhaltungsgrofie. In dieser Weise
liefern Symmetrien zyklische Koordinaten und somit die Erhaltung der ent-
sprechenden Impulse.

2.3.1 Das Noether-Theorem
Wir hatten gesehen, dass Koordinaten, deren Verschiebung
G — q;=¢q+a

die Lagrangefunktion invariant lassen, zyklisch sind und die entsprechenden
kanonischen Impulse Erhaltungsgréfen sind.

Nun: allgemeiner Zusammenhang zwischen Erhaltungsgrofien und Transfor-
mationen. Wir betrachten die Koordinatentransformation:

G — ¢ = q(q1, s Gn, t, Q) .
die invertierbar
¢ = ¢(dy, - @t a) = ai(q', t, @)
und in « stetig differenzierbar sein muss.
Es gilt ferner:

qg(ql»"WQTut?a:O)ZQiu Z:]-,,n
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Beispiele:
e Translation: r—r =r-+aa

e Rotation um die z-Achse mit Drehwinkel a:

cos(a) —sin(a) 0 x cos(a) — ysin(w)
r—r' = sin(a) cos(a) 0 |r=| zsin(a)+ycos(a)
0 0 1 z

Die Lagrangefunktion in den neuen Koordinaten ¢} lautet:

d
Uaa) = L (a(dt.0), §a(d.ta)t) o= L(dd o)
Wir betrachten nun die Abhéngigkeit von L’ vom Parameter a:

oL _ Z OL dqi(q',t,0) _ OL irlq',t, )
da dgr  Oa dg  Oa

o Z d OL aqk(q,7t7a) + a_L ian(q/7t7a)
dt 6qk Oa Oq, \ dt Q

oL aq}c q 7t O./)
dt 8qk «

Dies gilt fiir beliebige Werte von o und insbesondere auch fiir « =0 :

- L s S]]

Wir betrachten nun solche Transformationen, die die Lagrangefunktion in-
variant lassen, fiir die also gilt:

L(g,q,t) = L'(q, ¢ t,a) ™2 L(¢,q,1t) .

Die Invarianz impliziert, dass die neue Lagrangefunktion nicht von o abhéngt,

also: oL
=0 22

Diese Eigenschaft fiihrt auf das Noether-Theorem.
Die Funktion I(q, q,t) mit:

Haan =3 o0 [PeLa)
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ist eine Erhaltungsgrofe, wenn die Lagrangefunktion unter der kontinuierli-
chen, stetig differenzierbaren Koordinatentransformation invariant ist.

Das bedeutet insbesondere, dass zu jeder Transformation, die die Lagrange-
funktion nicht dndert, eine Erhaltungsgrofse gehort.

Bemerkung:
Die Erhaltung der kanonischen Impulse zu zyklischen Koordinaten ist ein
Spezialfall des Noether-Theorems.
Beispiel: L(r,7) = 27* — V(2? + 42, 2)
ist invariant unter Rotation um die z-Achse.
In Zylinderkoordinaten lautet die Lagrangefunktion:

L=20(F 42>+ %) = V(12 2) .

2
L ist invariant gegeniiber der Transformation ¢ — ¢’ = ¢ + .
Damit ist
L F—
[:i M :—mTng:—LZ
op Oa _—

eine Erhaltungsgrofe.

Man erhélt auch dann noch eine Erhaltungsgroke, wenn gilt:
d
L/(ql7 q/a ta Oé) = L(q/v q/7 t) + &F(qla t? Oé) )

wobei F' eine beliebige Funktion der Variablen ¢, t, « ist.
L ist dann symmetrisch unter der Transformation. Dann gilt:

oL'(q'.q',t, ) _[doFr(d.t )
oo 00 | dt o a0

Die Funktion

Zn: 8_L an(q/7t7a) . 3F(q’,t,oz)
804 a=0 (‘304 a=0

ist dann eine Erhaltungsgrofe.

Die Lagrangefunktion besitzt die Eigenschaft der Eichinvarianz, das heifst
die beiden Lagrangefunktionen:

A

) . ) d
L(q7q7t) und L(qa qvt) = L(q7q7t) + EF(qut)

29



besitzen fiir dieselben ¢, t dieselben Bewegungsgleichungen.
Transformationen, die die Lagrangefunktion bis auf eine Umeichung invariant
lassen, also:

) ) d
L(qv qat) — L(q/a qlat) + _tF(qlvta a)

d
heiffen Symmetrietransformationen.

2.3.2 Energieerhaltungssatz

Wir betrachten die Transformation der Zeit t — ' = t + o und skleronome
Zwangsbedingungen. Es gelte:

L(q, q,t)=L(q,q,t + «) mit a = const.

Damit muss % = 0 gelten und
dL (0L L oL
dr Bar Ak aquk
k=1
-~ (don, o
k=1
“~ d <an)
= - k
p dt \ 9q
“~ OL
= H = a—qk—L—const
oy YUk

Fiir Systeme mit Potentialkriften V = V(q) gilt:

g—; = g—g; (skleronome Zwangsbedingungen) .
Fiir ruhende Bezugssysteme erhélt man dann:

H=2T-L=T+V=F. (23)
Damit ergibt sich:

e Mit H haben wir die sogenannte Hamiltonfunktion eingefiihrt. Sie
ist eine Erhaltungsgrofe, wenn L nicht explizit von der Zeit abhéngt.

e Fiir skleronome, holonome Zwangsbedingungen, konservative Krifte
und ruhende Bezugssysteme entspricht H der Gesamtenergie.
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3 Die Hamiltonschen Gleichungen

Im Rahmen der Energieerhaltung hatten wir bereits die Hamiltonfunktion
eingefiihrt. Sie ist im Gegensatz zur Lagrangefunktion eine Funktion der ge-
neralisierten Koordinaten ¢, und Impulse p, = %.

Der Ubergang von der Lagrange- zur Hamiltonfunktion entspricht einem
Ubergang von den Variablen (g, q,t) zu den Variblen (g, p,t). Ein solcher
Ubergang wird durch eine sogenannte Legendre-Transformation beschrie-
ben, die wir nun kurz diskutieren mochten.

3.1 Legendre-Transformation

Zur Einfiihrung in die Methode der Legendre-Transformation betrachten wir
zundchst den Fall einer Variablen:

Ziel der Legendre-Transformation ist es, die Funktion f(x) eindeutig in eine
Funktion ((Zf)(z) zu iiberfiithren, die von der Variablen z = g—i abhéngt.

Es sei f(z) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion (C2-Funktion). Wei-
terhin sei y = f(z) und 3275 # 0. Damit ist die Funktion z(z) umkehr-
bar; es existiert also z = ¢(z). In diesem Fall existiert auch die Legendre-
Transformierte (£ f)(x), die durch:

(Z)(x) = x% — f(2) = g(2)z = fg(2)) = (£Lf)(2)

gegeben ist.
Wenn wir die Legendre-Transformation auf (. f)(z) anwenden, erhalten wir

mit:

d d df d

R I R OEF

il
und: 2 . IR X
z
NG = o= () =i 20

die Legendre-Transformation von (Zf)(z) =: ¢(z) = vz — f(z):

L(ZL[)(z) = (£9¢)(2) ZZ%—MZ) =z —xz+ f(z) = f(z) .

Damit ist fiir 3% # (0 die Legendre-Transformation eindeutig umkehrbar.
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Beispiel: Wir betrachten f(v) = imv?
—  f"(v) =m # 0und z = mv = p. Weiterhinist v = g(2) = = .
Die Legendre-Transformation lautet dann:

Abbildung 7: Geometrische Interpretation der Legendre-Transformation fiir
den Fall m = 1.

Man kann die Legendre-Transformation leicht auf mehrere Variablen verall-
gemeinern:
Es sei F(z1,...,Zn; U, ..., u,) eine in allen Variablen z; zweimal stetig diffe-

renzierbare Funktion und
O’°F
det 0
¢ (8x18x]> 7&

Dann sind die Gleichungen:

_OF
_8xk’

lokal eindeutig auflosbar, so dass :

Yk

Ti = Qi(Y1y s Ymi Uty ooy Upn) -
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Die Legendre-Transformation lautet dann:

G(Y1y ey Ymy Uty ooy Upn) = (LF) = Zykgok —F.
k=1

Es gilt:

8_G = 0G = _8F und det PG -det i =1
oy Pk s ou;  Ouy OOy ox0x; )

3.2 Hamiltonfunktion

Wir wollen nun die Legendre-Transformation auf die Lagrangefunktion an-
wenden.

Die Hamiltonfunktion fiir ein System mit n = 3N — k Freiheitsgraden (wobei
k die Anzahl der holonomen Zwangsbedingungen angibt) lautet:

Hpt) =Y i~ L)1) 21

wobei:

0L oL
¢ (8Qk86]z> 7 un Pr O,

Aus der Diskussion der Legendre-Transformation ergibt sich sofort:

: 0H d(Zf)(z)
Gr = — analog zu r© = ————
Opr dz
0OH OH oL
det 0, i
<0pj8pi> 4 g Oqk P
Offensichtlich gilt auch:
OH 0L
ot ot
Wir haben damit einen neuen Satz von Bewegungsgleichungen erhalten:
H H
q'i:gpi und pi:—gqi , i=1,...,n (25

die sogenannten Hamiltonschen Gleichungen.

Die Hamiltonschen Gleichungen sind 2n Differentialgleichungen 1. Ordnung
und zu den Lagrangegleichungen dquivalent. Sie werden auch kanonische
Gleichungen genannt.
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Bemerkungen:

e Die Hamiltonfunktion hingt nur von den Koordinaten, Impulsen und
der Zeit ab. Sie hingt dagegen nicht von den Geschwindigkeiten ab,
wie man leicht am totalen Differential von H verifizieren kann:

. oL oL oL
dH = Z Gidp; + pidg; — 7—dg; — = dg; | — -dt

—1 8qz 8% 6t
1= N /
Pi
- oL
— s dp; — pidg;) — —dt .
E (¢idp; — pidg;) T

i=1
Zur Aufstellung der giiltigen Bewegungsgleichungen ist es daher wichtig
alle Geschwindigkeiten ¢; durch die kanonischen Impulse zu ersetzen.

e Fiir skleronome, holonome Zwangsbedingungen und Potentialkrifte gilt
in Inertialsystemen:

H =T + 'V = kinetische Energie 4 potentielle Energie = I’ .

Dies gilt jedoch nicht allgemein. Es ist sogar moglich, dass ‘E—If =0 gilt
und H trotzdem nicht mit der Gesamtenergie identisch ist.

e [ ist genau dann eine Erhaltungsgrofe, wenn H nicht explizit von der
Zeit abhéingt:

d_H—i 8_H+8_H _|_8_H
at &= \og " o) T o

(2

~~(0HOH 0OHOH Lol
B “~ \0Jq; Op;  Op; g o

Beispiel: Gekoppelte Oszillatoren
Es treten keine Zwangsbedingungen auf, so dass H = E =T +V
und damit:

1 1 k
= o, (pf —l—p%) ot ((Ch + QQ)2 + (g3 + Q2)2) .

2m 2meo 2
Dies fiihrt auf die Bewegungsgleichungen:
. OH p
) oH .
p1 = _3_611 = —k(q1 — @) = migr .
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und entsprechend fiir die iibrigen Koordinaten:

. D2
2= —,
ma
P2 =—k[(¢2— 1) + (@2 — g3)]
k

- 2= _Ez (2¢2 — 1 —q3) und

gs = —k (g3 — q2) -

Zusammenfassung:
Hamilton-Funktion: H(p,q,t)=>",dpi— L(q,q,t)
' ) . _ OH . 9H
Bewegungsgleichungen: G = 5. Pi = —5q
Merkhilfe: ,
Gleichung gilt offenbar fiir die Form H = 2- 4 V(q) mit F' = —%—‘q/ .

Beispiel: Ubergang von der Lagrange-Funktion zur Hamilton-Funktion fiir
ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld.
Die Lagrange-Funktion fiir ein geladenes Teilchen im elektroma-
gnetischen Feld lautet (g = 7):

L(r,#) = %7"2 —q (¢ - %Af)

mit dem Coulombpotential ¢, der Ladung ¢ und dem Vektorpo-
tential A(r).
1. Schritt: Berechnung der kanonischen Impulse

oL
= =mr+ gAi
or; c

bzw. p=mr+ T4
c

Di

2. Schritt: Berechnung der Hamilton-Funktion

H=17vp— L(r,7)

—mi? + LeA - D2 A4 g
c 2 c

_ M. o

=57 +qo
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3. Schritt: Ersetzen der Variable r

1
k-t
m c
1 q \2
S H=— (p——A> + g
2m c
Damit haben wir, wie gefordert, die Hamiltonfunktion als Funkti-
on der Variablen p und r ausgedriickt (die Ortsabhéngigkeit ergibt
sich aus den Potentialen ¢, A).
Wir wollen nun noch die Bewegungsgleichungen fiir den Fall her-

leiten, dass
p=0 und B =V x A= Be,

gilt. Das geladene Teilchen bewegt sich also in einem homogenen
Magnetfeld, das in z-Richtung ausgerichtet ist.
Eine Wahl fiir A, die auf V x A = Be, fiihrt ist:

0
A= | zB
0

A ist wegen:
VxA =Vx(A+VyY)=Vx A

nicht eindeutig.
Wenn wir nun A in H einsetzen, ergibt sich:

2m © ° F om \"Y ¢ '

Fiir die kanonischen Gleichungen erhalten wir:

. OH p,
Tr = = —

op, m’
o1 q
yz—(py——B:v),

m c
. D
Z__

m
i oOH 1 q q
$:__:_ ——B)_B,
P ox m(py )
py:pzzo-
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Mit der Zyklotronfrequenz:

_qB
_mc

w

ergeben sich dann die Bewegungsgleichungen:

. 1, w w . .
&= —p, = — (py —wmz) = — (my + wmz —wmz) =wy ,
m m m
= —wmi) = —wt
Yy m Dy )
=ty
m

Die Losung entspricht einer Schraubenlinie mit:

z(t) = rcos(wt + ¢) + xo ,
y(t) = rsin(wt + @) + yo ,

Wenn wir die Bewegungsgleichungen aus der Lagrange-Funktion:

L =242 4 1By
2 c

bestimmen wollen, miissen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen
heranziehen. Es gilt:

dtoz dt ’ or ¢ MY
— I =wy

ia—L—i(m +wmzx) =m (§ + wi) a—L—O

atog at Y -my ’ oy
— Y= —wT

d@L_@L_ :_ 0

oz 092 ° T

Wie erwartet fithren beide Formalismen auf identische Bewegungs-
gleichungen.
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3.3 Hamiltonsche Gleichungen und Hamiltonsches
Prinzip
Das Wirkungsintegral S, das wir minimieren, hat die Form:

to
s—/ L(g.q.t) dt .

t1

Das Hamiltonsche Prinzip besagte, dass diejenigen Trajektorien q(t) zwi-
schen g(t1) und q(ts) realisiert werden, fiir die S extremal wird.

Wir fassen L nun als Funktion von q, p, q,t auf und driicken L durch H aus.
Dann gilt:

t1

to to 1
f =1

Wir halten die p; und ¢; an den Grenzen fest:

t2 OH OH
— /1 ;{q pi+piddi — 5 04— 5 p}

Es gilt:
to [2)
/ pidq; dt = [1%'5(1@']2 _/ Pidg; dt .
t1 SN—— t1

=0 ,da 6qi(t1):6qi(t2):0
Damit erhalten wir:

58 = / ( 8H> opi — (f)ﬂra—H) 5q¢] dt =0.
pz aQi

Woraus wegen der Unabhanglgkelt der kanonischen Variablen die Hamilton-
schen Gleichungen:

OH )
o YT 0

i =

folgen.

3.4 Die Poisson-Klammern

Eine physikalische Messgrofie oder Observable sei eine differenzierbare Funk-
tion f(q,p,t) der Variablen g, p, t.
Die zeitliche Anderung einer solchen Observablen lautet:

dt Z(aqz )Jraa_{'
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Die zeitlichen Ableitungen ¢; und p; kann man mit Hilfe der kanonischen
Gleichungen ersetzen. Damit ergibt sich:

df ~[(0f0H ofoH\ 0Of
a—g( )+

dq; Opi  Ip; Dq; at

Zur Ersetzung der Reihensumme fiihren wir nun die sogenannte Poisson-
Klammer ein:

~(0f 99 Of dyg
o lap =2 (8% Op;  Opi 3%) ’ (26)

=1

wobei f = f(q,p,t) und g = g(q,p, 1).
Mit der Poisson-Klammer vereinfacht sich die Darstellung von % erheblich:

df of

— =|f,H|+—= . 27
=1+ 27)
Nicht explizit zeitabhingige Observablen f sind offenbar dann Erhaltungs-
grof$en, falls

[f, H] =0 (28)
gilt.
Die kanonischen Gleichungen lassen sich ebenfalls durch Poisson-Klammern
ausdriicken:

. . oH . :

Fiir f = ¢; gilt: lgi, H] = oy T G lgi, H] (29)
. . oH . )

Fir f = p; gilt: [pi, H] = — A i, H] . (30)

Wie man aus der Definition der Poisson-Klammer direkt sieht.
Eigenschaften der Poisson-Klammer:

1. Linearitat:
{le + C29, h‘] =0 [fa h] + Ca [97 h]

2. Antisymmetrie:

3. Existenz eines Nullelements:

e, f]=0 mit ¢ = const.
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4. Produktregel:
[fg,h) = flg, ]+ glf, Rl

5. Jacobi-lIdentitat:

Lfs g, M)+ [g, [P, 1]+ [h, [f, 9]] = O

6. Fundamentale Poissonklammern:
9,41 =0 5 [a,pj] = i
Bemerkungen:

e Die Kommutatoren, das heifit die quantenmechanische Verallgemeine-
rung der Poisson-Klammern, sind in der Quantenmechanik von ent-
scheidender Bedeutung.

Auch Kommutatoren besitzen die Eigenschaften 1. - 6.

e Die Poisson-Klammer aus zwei Erhaltungsgrofen f, g ist wieder eine

Erhaltungsgrofe (Poissonsches Theorem).

Beweis: Es sei w = [f, g], dann gilt:
d 0
—w=—w+ [w,H] .

dt ot
Den Ausdruck [w, H] = [[f, ¢] , H] kann man mit der Jacobi-Identitét
zZu:
[w7H] = _[[gaH] 7f] - [[va]ag}

umformen, so dass:

dw:lc‘?_f }j{ @]_[[g,H],f]—[[H,f},g]

a ot Ot
_|of g _
da:
of _df 9 _dg _
E—F[f,[—[]—dt—() und at—i—[g,H]—dt—O.
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3.5 Kanonische Transformation

Die Wahl geeigneter Koordinaten ist ein wichtiger Beitrag zur Losung der
klassischen Bewegungsgleichungen. Von besonderem Interesse sind solche ver-
allgemeinerten Koordinaten @, die die Zahl der zyklischen Koordinaten op-
timiert, da fiir eine zyklische Koordinate @)}, gilt:

. 0OH

Po=—— =0,

OQr,

so dass P, = ay = const.
Im Idealfall sind alle Koordinaten zyklisch, so dass:

P,=0 bzw. Po=oa;=const., Yi=1,...,n

gilt.
Wir betrachten hier zunéchst die sogenannten Punkttransformationen,
die die Form:

q; — Qi(q17---7qn7t) :Ql(q7t> ) izl)"'an

besitzen.
In den neuen Koordinaten lautet die Lagrangefunktion:

LQ.Q.) =L [4(Q.1),d(Q.Q.1).t] .

Falls die Transformation ¢; — Q;(qg,t) ein Diffeomorphismus (eine um-
kehrbar eindeutige Abbildung f, fiir die f und f~! differenzierbar sind), ist
bleiben die Lagrange-Gleichungen unverdndert, das heifit es gilt:

d oL/ ol

dag, 00

Bemerkung:
Die resultierenden Bewegungsgleichungen haben natiirlich eine andere Ge-
stalt.

Die Impulse und damit die Hamiltonfunktion dndern sich ebenfalls unter
Punkttransformationen:

' Z an aq] an

7j=1
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Mit:
. dg dq; dq;
45 = —~ = Z —— Qk’ + =2 )
k=1

folgt sofort, dass:

94; _ 94
0Q; 0Qi
ist und damit insgesamt:
g .
P, = Zpkan 1=1,...,n.

Die Hamiltonfunktion transformiert sich dann wie:
H(g.p.t) — H(Q.P.1) ZPQZ—L
Auch die kanonischen Gleichungen sind unter Punkttransformationen inva-

riant, es gilt also:

OH : OH
P, und Pi__aQi )

0 -

Beispiel: Bewegung eines Punktteilchens in der Ebene.
Die Lagrangefunktion in Polarkoordinaten lautet:

m .. :
25(7”2+7”2902)~

Wir fithren nun die Punkttransformation:

L(r, o, 7, ¢)

R=r und O =p+wt

durch.
Damit ergibt sich:

f(Q,Q,t)zR und @(Q,Q,t)zgiﬁ—
und somit fiir L:

z:g(augz@_wf)

oL : oL .
PR:ﬁ:mR und P¢:a—(b:mR2<gb—w>

42



Wichtig:

H entspricht nicht einfach dem Einsetzen der neuen Variablen in die Hamil-
tonfunktion, wie man leicht nachrechnen kann:

Offenbar lautet die Hamiltonfunktion in Zylinderkoordinaten mit p, = mr
und p, = mrip:

LA

2m  2mr?

H =

Mit den Ersetzungen r = R, 7 = R und Y= ¢ — w erhélt man:

) 2
. 2 m?R? (ng — w)
j=try
2m 2mR2
P} Py :
=R .
2m + 2mR?2 7

3.5.1 Allgemeine kanonische Transformationen

Wir hatten am Beispiel von Punkttransformationen gesehen, dass die kano-
nischen Gleichungen beim Ubergang von ¢; — Q;(g,t) invariant bleiben.
In diesem Abschnitt soll die allgemeine Struktur von kanonischen Transfor-
mationen, also diffeomorphen Transformationen der Variablen q,p, die die
kanonischen Gleichungen invariant lassen, diskutiert werden.

Dazu miissen wir fordern, dass sowohl in den alten Koordinaten g, p als auch
in den neuen Koordinaten ), P das Extremalprinzip erfiillt ist.

Nutzen wir noch die Eichinvarianz der Lagrangefunktion aus, so ergibt sich
fiir die Hamiltonfunktion die Bedingung:

n no ~ d

i=1 i=1
Die Funktion F' fassen wir nun als Erzeugende der kanonischen Transfor-
mation auf:

Durch die Wahl der Erzeugendenfunktion wird die kanonische Transformati-
on festgelegt.
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1. F=F(q,Q,t)=¢(q,Q,t)

d¢ 99 o . 09
ar +Z { g,
Damit ist die Glelchung 1)) erfiillt, falls:
¢ 06 - 0)0)
; d — P, = d H=H+ — .
Pi=5g, M i~ag, M o
Bemerkung:

Die Gleichungen fiir die p; undP; sind auflosbar, falls:

0% 0%
det (aqiaqj) #0 und det (8Qkan) .

2. F(q,P.t)=p(q,P,t) = 3, Qr(q, P, 1) Pk
mlt—ﬂ pZ’GPk Qkund—f—t—H:ﬁ.

3. F(Q,p,t) =U(Q,p,t) + > 1_, :(Q, p, )pi

mit g = 8pk’Pk kund[—if:H—i-%—l{.
4. F(P7pa t) = V(P7p’ t)_ZZ:l Qk(Q(PJ?a t)7P7t)Pk+ZZ:1 Qk(P7p7 t) )
so dass ¢, = 8pk , Q= —undH H+6V.
Beispiel: Harmonischer Oszillator

2

p 1 2 2

H = — 4=
(0,p) = 5+ 5w
mit der Wahl fiir ¢ = ¢(¢, Q) = 3mwq? cot(Q)
0
p= a—? = mwq cot(Q) ,
P = _@ - 1 2 1
oQ 2 sin?(Q)
O¢
H=H+-—=H
T
mit ¢ = ,/311: sin() und p=V2Pmwcos(Q) ergibt sich:
2P 1 2P
=" c0s?(Q) + —mw* ——sin*(Q) = wP .
2m 2 mw
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Offenbar ist Q zyklisch und damit:

: OH

90 0 — o = const
. 0H
Q—a—P—w — Q—wt—i—ﬁ

— q(t) = \/%Sin(wt—l— B),

p(t) = V2mwa cos(wt + B)

Die Bewegung des Oszillators kann man in einem Phasenportrait
veranschaulichen. Dabei werden die Trajektorien im 2n-dimensionalen
Phasenraum abgebildet. Fiir m = w = a = 1 ergibt sich Abbil-

dung

Die Kurven ergeben sich aus der Eliminierung von ¢. Beachten Sie,
dass die Schnittstellen mit der z-Achse die Umkehrpunkte des Os-
zillators sind.

Das schraffierte Volumen, das einem Ensemble von Anfangsbedin-
gungen entspricht, bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit um
den Ursprung.

p(a)

Abbildung 8: Phasenraumportrait des harmonischen Oszillators.
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Man kann die kanonischen Gleichungen auch in kompakter Notation schrei-
ben. Mit:
T = (qla ooy Qn, P1, "'7pn)t )
(8H oH oH 8H)t
H, =— .;— — ... 6 —
Oq1" " 0qn Op1’  Opy

und der Matrix:

1~

- ( 0n><n ]]-nxn ) J—l — —J

_ﬂan Onxn
gilt:

r=JH, . (32)
Diese Gleichung fasst die kanonischen Gleichungen zusammen.

In ahnlicher Weise lassen sich auch die kanonischen Transformationen um-
schreiben. Mit:

0z Yo -1
M, = ey , B=1,..2
S 95 (M), (o, 3 n)

(1) ()

erhalten wir fiir die kanonischen Transformationen die Identitat:

MJM=J. (33)

Die Jacobi-Matrix M der Transformation ist nichts anderes als die Matrix
der zweiten Ableitungen von Erzeugenden kanonischer Transformationen.

J stellt eine Metrik im Phasenraum dar, die invariant unter kanonischen
Transformationen ist.

Die Menge aller Matrizen M, die die Gleichung erfiillen, bilden eine

Gruppe, die sogenannte reelle symplektische Gruppe G = Spo,(R). (Ubung)

Interpretation: Fiir n = 1 gilt:

Oz1 Oz 9q  9q

_ [ @ 9 _ [ 9@ aP
M=\ 55 o0 |=| @ %
oy1  Oy2 0Q OP

_ou 2V
_ 9Qop 9POp
= 826 82p

0Q0q OPdq

M ist also die Matrix der zweiten Ableitungen der Erzeugenden.
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3.5.2 Kanonische Invarianten

Die Gruppeneigenschaften der kanonischen Transformation implizieren:

1. Die identische Transformation ist kanonisch.

2. Die Inverse einer kanonischen Transformation ist kanonisch.

3. Eine Transformation, die die Hintereinanderausfiihrung zweier kanoni-
scher Transformationen ist, ist ebenfalls kanonisch (Produktoperation).

4. Die Produktoperation ist assoziativ.

Poissonklammern:
Die Poissonklammer zweier Funktionen wu, v:

i, o] _%8v_8u8v
e 0q; Op;  Op; Og;

hat eine typische symplektische Struktur, das heifst g und p sind miteinander
verkniipft. Wir konnen die Poissonklammer in der Form:

[, ] _(% Ou Ou ﬂ)( 0
e a7 9g, op T 9pa ) \ -1

(o,
oxr) = Ox
schreiben.

Die fundamentalen Poissonklammern:

v
o
v
8 n

v

Op1

Opn

[z Qk]qm =0= [pi,pk]%p und [qﬂ"p’f]q,p = djk

kann man ebenfalls kompakter schreiben:

[m7m]az - é :

Wir diskutieren nun, wie sich die fundamentalen Poissonklammern unter ka-
nonischen Transformationen verhalten. Dazu fiihren wir den Vektor

- (2)
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ein, der die kanonisch transformierten Variablen @);, P, enthélt.
Die Poissonklammer lautet dann:

N——
gt

[ —a—ytJa—y—MtJM—J
Y:Yla = or) = ox === =’

=<~

M
Offensichtlich gilt auch:
ly.yl, =<,

so dass wir die Invarianz der fundamentalen Poissonklammern unter kanoni-
schen Transformationen bestétigt haben.
Man kann in analoger Weise zeigen, dass die Invarianz unter kanonischen
Transformationen eine generelle Eigenschaft der Poissonklammern ist.

Beispiel: Wir betrachten die Transformation:
Q = q“ cos(bp) und P = q"sin(bp) .

Fiir welche Werte von a, b ist die Transformation kanonisch?
Wir bestimmen dazu die Poissonklammer:

000P 0Q 0P
p =227 GO
@ Play dq Op  9p 9q
= aq” ! cos(bp)q“bcos(bp) + q“bsin(bp)ag®* sin(bp)
= abg® ' =1
1
~a== , b=2.
2

Kanonische Invarianz des Phasenraumvolumens
Das Volumenelement
dV, =dq...dg,dp;...dp,

transformiert sich in ein Volumenelement in den transformierten Variablen:
dVy = d@,..dQ,dP...dP, .

Der Zusammenhang zwischen den Variablen wird durch die Jacobi-Determinante
hergestellt. Es gilt dann:
dVy = || M]| dV .

Da fiir die Matrix M gilt, dass det M = 1 ist, bleibt das Volumenelement
unter kanonischen Transformationen erhalten.
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3.6 Der Satz von Liouville

Wir hatten am Beispiel des harmonischen Oszillators bereits ein Phasenpor-
trait diskutiert. Diese Diskussion wollen wir an dieser Stelle vertiefen.

Die Bewegung eines Teilchens wird durch 2n generalisierte Koordinaten be-
schrieben, die sich als Koordinaten eines 2n-dimensionalen Phasenraums auf-
fassen lassen.

Da die Trajektorien durch die Wahl der 2n Anfangsbedingungen eindeutig
festgelegt sind, konnen sich die Phasenbahnen nicht schneiden.

Beispiel: Mathematisches Pendel mit

e Der Maximalausschlag ist ¢ < 7
—  periodische Bewegung des Pendels
Die Gesamtenergie des Systems ist gegeben durch:

E= %z%gﬂ +mgl(l —cos(p)) = mgl(l— cos(yp)) -

Energieerhaltung

Mit dem kanonischen Impuls:
pp = mi*p = +mly\/2gl\/cos p — cos gg
—  py(¢) beschreiben Ellipsenbahnen.
e po=0, @0)=+2(%)""
—  pylp=m) = und  p, = j:2ml\/acos§

Der Punkt ¢ = 7 wird nach unendlicher Zeit erreicht.

e Uberschlagendes Pendel

mgl

Dy = :I:ml\/le\/cosgo -1+

Die Statistische Mechanik beschreibt die Eigenschaften von makroskopischen
Systemen, die O(N??) Teilchen enthalten. Fiir solche Systeme ist es weder
moglich noch sinnvoll alle Trajektorien anzugeben.

Moglich und sinnvoll ist es aber eine Verteilungsdichte

g(q,p,t) dV,
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einzufiihren, die die Anzahl der Systeme eines Ensembles von Teilchen angibt,
die sich zur Zeit ¢t im Volumen dV, befinden. Es sei nun:

(G::/F.../g(q,p,t) dV,

die Anzahl der Systeme im Phasenraum I'. Damit kann man dann eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte
9(g,p,t)

G
einfithren, so dass o(q, p,t) dV,, die Wahrscheinlichkeit angibt, dass ein gege-
benes System sich zum Zeitpunkt ¢ im infinitesimalen Volumen dV,, um den
Punkt (g, p) im Phasenraum befindet.
Fiir ein gegebenes Volumenelement dV, um den Punkt x = (q, p) gilt:

o(g,p,t) :=

dG

g(x,t) = av.

mit dG = # Phasenraumpunkte in dV,.
Das Phasenraumvolumen ist eine kanonische Invariante, das heift dV,, ist
zeitlich konstant. Genauso verhilt es sich mit dG, da eine Anderung von G
bedeuten wiirde, dass sich Phasenraumpunkte aus dV,, entfernen und damit
Trajektorien schneiden wiirden, die entlang der Grenzflichen von dV,, ver-
laufen.
Damit ist g eine Erhaltungsgrofe und es gilt:

dg 9y

Da auch die Zahl der Systeme erhalten bleibt, gilt analog:

% = lo, H] + % =0 (Satz von Liouville) (34)
Bemerkungen:

e Der Satz von Liouville beschreibt den Fluss im Phasenraum. Er gilt
nicht fiir generalisierte Koordinaten und Geschwindigkeiten.

S0 _ 92 _ .

e [iir die homogene Verteilung o(q, p,t) = o(t) gilt oo

Damit gilt aber wegen des Satzes von Liouville:
do
ot

0g;

0.
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Dieses Ergebnis ist fiir die Statistische Mechanik von essentieller Bedeutung
und wurde von Ludwig Boltzmann postuliert:

Lin isoliertes System im Gleichgewicht befindet sich mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit in jedem seiner Mikrozustinde, die dem préparierten Makro-
zustand geniigen.”

Der Begriff ,Mikrozustand“ bedeutet, die Kenntnis aller 6N Koordinaten
des Phasenraums, wahrend der Makrozustand durch makroskopische ther-
modynamische Variablen wie Entropie, Temperatur, Druck, Volumen, etc.
beschrieben wird.

3.7 Infinitesimale kanonische Transformationen

Wir betrachten hier solche Transformationen, die sich stetig in die identische
Abbildung iiberfiihren lassen.
Die identische Abbildung gehort zur Klasse der kanonischen Transformatio-

nen. Es sei: .
Se=>_ aPx
k=1
oS oS ~ oS
Dk o0 o, @k P, ax + ot

die Erzeugende der identischen Transformation.
Wir betrachten nun die Erzeugende:

S(q, P,e) = Sp +eo(q, P) + O(e?) |

wobel ¢ ein kontinuierlicher Parameter ist.

Die Funktion: 95
P)= 22
o(q, P) Oe

bezeichnet man als Erzeugende der infinitesimalen Transformation.
Es gilt dann:

e=0

0S8 oo )

Qk_(?_Pk_qk—i_gaPk—i_O(g)
oS Jo

= — =P +e—+0(

P gy, " 0g (=)
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Die infinitesimalen Anderungen:

do(q, P)

O 2
0y = Qr —qr =€ P, +O(e%)
0 P
opr, = Py —pp = —¢ 9ola. P) + O(e?)
o

kann man mit Hilfe der Poissonklammern bestimmen. Es gilt:

0qr = (g, 0(q, P)| e und opr = [Pr,0(q, P)]¢

Bemerkung:
Im Rahmen dieses Konzepts kann man auch die kanonischen Gleichungen
herleiten, mit o(q,p) = H(q,p) und ¢ = dt gilt:

dqr = |qr, H] dt bzw. ax = |ar, H] ,
dpr. = [pr, Hldt ~ bzw.  py = [pg, H] .

Die Funktion H ist also Erzeugende der infinitesimalen Anderungen von
g, p im Intervall dt.

3.8 Integrale der Bewegung

Wir betrachten nun die Anderung einer dynamischen Grofe oder Observablen
f(q,p) unter einer infinitesimalen Transformation der Form:

S(q,P,e) = Sg +eo(q, P) + O(c?) .
Die direkte Rechnung ergibt:

5, (g, p) = (af k+a—fapk)
k=1

g Opx,
_ i (ﬁa_a _ ﬂa_")
=~ \9qx OP;  Opr gk
=[f,ole (35)

Beispiel: Mit o(q,p) = H(q,p) , € = dt und % = 0 ergibt sich % =[f, H].

Interessant ist die Umkehrung dieser Beziehung:

Wie andert sich H unter einer infinitesimalen Transformation, die durch
f(q,p) erzeugt wird. Hier kénnen wir wieder die Beziehung ausnut-
zen, wobei wir die Ersetzungen o <> f und f <+ H vornehmen miissen.

Es gilt dann:

orH(q,p) = [H, f]e
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Wenn nun die Transformation f(q,p) die Hamiltonfunktion H invariant
ldsst, gilt offensichtlich:

[H7f]:O:_[faH} :

Damit sind Erzeugende infinitesimaler Transformationen, die die Hamilton-
funktion invariant lassen, Erhaltungsgrofsen.

Damit konnen wir dann auch im Hamilton-Formalismus das Noether-Theo-
rem formulieren:

21 jeder infinitesimalen Symmetrietransformation der Hamiltonfunktion ge-
hort eine Erhaltungsgrofle. Umgekehrt ist jede Erhaltungsgrofe Erzeugende
einer infinitesimalen Symmetrietransformation.”

Beispiel: Infinitesimale Verschiebung um den Vektor a mit
2

—~ p
H = E 2m+U(g1,...,gN)
=1

Hamiltonfunktion des N-Teilchensystems.
H sei invariant unter der Transformation:

N N
S(qlv"'7qn7P17--'7PN) :qupl+azpz .
=1 i=1

Damit ergibt sich:

oS

O o Ggre
08

PE= g - p, =P

Die Erzeugende der infinitesimalen Transformation ist:

mita=aa und |a|=1

also die Projektion des Gesamtimpulses auf die Richtung von a.
Sie ist wegen der Invarianz von H Erhaltungsgrofe.
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4 Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung

Wir haben bereits gesehen, dass die Bewegungsgleichungen trivial 16sbar sind,
wenn alle Koordinaten des Systems zyklisch sind.

Dies gilt also insbesondere, wenn man eine zeitabhdngige kanonische Trans-
formation findet, die auf H = 0 fiihrt.

Wir schreiben formal:

- 85"
H(q,p,t P H=H .
lap Hapt)} 1o {Q? : + }

S*(q,p,t) ist also diejenige Klasse von Erzeugenden, die auf H = 0 fiihrt.
Wir fordern also explizit:

~ 0S5* 0S*
H=H/|q = —t =0.

Diese partielle Differentialgleichung wird Hamilton-Jacobische-Differen-
tialgleichung genannt.
S* hat die Form:

S*(q,o,t) mit o= (ag,..,q,) .

Die Erzeugende S* hat also die Variablen ¢ = (qi,...,q,) und t. Die ay
sind Parameter der Funktion S* und gleichzeitig die neuen Impulse Py mit
P, = const., da H = 0. i

Fiir die transformierten Koordinaten gilt ebenfalls QQp = const., da g—g =0
gilt. Qi lésst sich aber auch aus der Erzeugenden S* bestimmen. Es gilt:

_0S5*(q,a,t)
a 80%

Qk

= (B = const.

Die Gleichung lisst sich nach ¢, auflésen (um die Koordinaten g ersetzen zu
kénnen), wenn det ( 0% ) # 0 gilt.

Oar0q

Mit der Hamilton-Jacobischen-Differentialgleichung erhalten wir eine parti-
elle Differentialgleichung, die von n+1 Variablen abhéngt. Sie entspricht den
kanonischen Bewegungsgleichungen.

Die Hamilton-Jacobische-Differentialgleichung vereinfacht sich, wenn H nicht
explizit von der Zeit abhédngt. Dann geniigt es zu fordern:

S*(q,a,t) = S(q, ) — Et
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so dass die Hamilton-Jacobische-Differentialgleichung lautet:

ﬁ—H(q,g—i)—E—O.

Beispiel: Freies Teilchen H = %.
Wir erhalten dann ¢; = r;, so dass aus:

F[:H(q,a—s)+as =0

8qk ot

folgt:

1 vo  OST
%(ZE-) Yo T

0.

Die partielle Differentialgleichung hat die Lésung:

o2
S* t)=a-r— —t .
(ra,t)=a-r - +c

Man kann dann die neuen Koordinaten [, bestimmen, aus:

85* (033

= =rp,— —1
Oy, T m

B

bzw. .
rit) =0+ —a,
m

also wie erwartet die gleichformig gradlinige Bewegung des Teil-
chens.

Durch die Hamilton-Jacobische-Differentialgleichung hat sich also das Pro-
blem der Integration von Bewegungsgleichungen auf die Losung einer parti-
ellen Differentialgleichung mit n + 1 Variablen verschoben.

Zur praktischen Losung versucht man die Hamilton-Jacobische-Differential-
gleichung in den Variablen zu separieren, so dass man fiir zeitunabhéngi-
ge Hamiltonfunktionen n eindimensionale Integrationen durchzufiihren hat.
Dies ist beispielsweise moglich, wenn H die Form H(q,p) = >_;_, Hi(¢;, p:)
hat.
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5 Oszillationen

5.1 Die Bedeutung des Oszillatorpotentials

Ein mechanisches System befindet sich im Gleichgewicht, wenn die generali-
sierten Krifte, die auf das System wirken, verschwinden, also falls:

—(g;) =0 i=12,....n.

Offensichtlich entspricht die Gleichgewichtsbedingung einer notwendigen Be-
dingung fiir ein Extremum des Potentials im Konfigurationsraum. Man un-
terscheidet stabile und instabile Gleichgewichtspositionen.

E A , stabil E A . instabil

Eo+dE -
Eo-

Ey+dE |
Eo-

Abbildung 9: Stabile und Instabile Gleichgewichtsposition.

Bei kleinen Auslenkungen um eine stabile Gleichgewichtsposition wird sich
das System nur endlich weit von der Gleichgewichtslage entfernen, wihrend
bei instabilen Gleichgewichtslagen eine unbeschréankte Bewegung moglich ist.

Wir wollen nun ein Potential V(q) um die Gleichgewichtsposition g, entwi-
ckeln:

“ [OV 1 ¢ 82V)
V(g) =V(gy) + i+ = in; + O’
(@) = V(qo) ;(8%),,_,,0” > (aqiaqj L ()

1,j=1

mit ¢; = qo; + 1;- Die Koordinaten 7); beschreiben also die i-te Komponente
der Auslenkung aus der Gleichgewichtsposition.
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Da wir den Absolutwert des Potentials frei wihlen konnen, setzen wir zur
Vereinfachung:

V(gy) =0
oV
dq

i

= 0 im Gleichgewicht, so dass
g=qg

Nach Voraussetzung gilt aber auch

N———

sich das Potential in die Form:

1 /[ 0*V ) 1
V= ning = 5 Viining
2 (8qi8qj gmae 270

bringen ldsst. Die Art des Gleichgewichts und das Verhalten des Systems
wird also durch die Matrix Vj; bestimmt.

Fiir die kinetische Energie kann man eine &hnliche Entwicklung durchfiihren.
Die kinetische Energie ist quadratisch in den Geschwindigkeiten, sodass:

1 o1 o
T = Z §mij(Q>q@'C]j = 5 Z mij(q)nmj .
2y 1,7

Im allgemeinen Fall sind die Koeffizienten m,; Funktionen der generalisierten
Koordinaten ¢;. Die Koeffizientenfunktionen m;;(g) kann man wiederum um
q, entwickeln:

Gmij

mis(@) = mig(a0) + (—) —
! ’ ? agk g=qg

Da wir nur an kleinen Auslenkungen n; um die Gleichgewichtslage interessiert
sind (insbesondere ist dF eine kleine Grofe und damit auch die Amplituden
der Geschwindigkeiten), brauchen wir nur den konstanten Term der Koeffi-
zientenfunktion zu beriicksichtigen, der auf einen Term O(n?) fiihrt.

Mit m;;(q,) = T;; lasst sich dann die Lagrange-Funktion in der Form:

1 .
L= 5 Z Tijming — Vijning
2%
schreiben, die auf die Bewegungsgleichungen:

Y Tyl +Vin; =0 (mit Ty =Tj wnd V= Vj)

=1
fihrt.

Bemerkung:
In der Regel gilt T;; = 0 fiir ¢ # j, so dass sich Lagrange-Funktion und
Bewegungsgleichungen entsprechend vereinfachen.
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5.2 Die Entwicklung periodischer Funktionen in Fou-
rierreihen

Mit der Taylorreihe haben wir bereits eine wichtige Methode zur Darstellung
einer Funktion in einer Reihensumme kennengelernt. Die Entwicklung in eine
Taylorreihe setzt voraus, dass die Funktion stetig differenzierbar ist.

Fourierreihen stellen eine alternative Mdoglichkeit zur Reihenentwicklung von
Funktionen dar. Funktionen kénnen dann in eine Fourierreihe entwickelt wer-
den, wenn

1. die Funktion f(z) periodisch ist.

2. die Funktion mit Ausnahme einer endlichen Zahl von endlichen Spriin-
gen stetig ist.

3. die Funktion eine endliche Zahl von Extremstellen innerhalb einer Pe-
riode hat.

4. das Integral von |f(x)| iiber eine volle Periode konvergiert.

Die Entwicklung in eine Fourierreihe hat den Vorteil, dass die Funktion ein-
fach zu differenzieren ist. Auferdem muss f(x) nicht differenzierbar sein.
Die Fourierreihe einer Funktion f(z) hat die Form:

f(z) = % + ; {ak COS (27}{{%) + by, sin (272%)] )

Die Koeffizienten ag, a; und b, nennt man Fourierkoeflizienten, L ist die
Periodenlinge.

Man kann zeigen, dass man jede gerade (ungerade) Funktion als Kosinusreihe
(Sinusreihe) darstellen kann, wenn die Funkion periodisch ist. Dann kann
man aber auch beliebige periodische Funktionen (die die Bedingungen (2)-
(4) erfiillen) als Fourierreihe darstellen, da:

1 1 - ~

fla) =5 [f(@) + f(=a)] + 5 [f(2) = f(=2)] = fy(2) + ful@) ,

wobei fg offensichtlich eine gerade und fu eine ungerade Funktion ist.
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Fiir die Sinus- und Kosinusfunktionen gelten einige wichtige Identitéten:

o+l 2k 2
/ sin( n x> cos( pr) de =0 Vk,p € Ny
. L L

o+l 2rkx 2rkx % f?r k=p=0
cos 7 cos 7 dz=4¢ 5 fir k=p>0
o 0 fir k#p
votl  forkx\ 2rkx 8 fi'i'r k=p=0
sin sin de =4 5 fir k=p>0
. L L
“”” 0 sonst

Diese Identitdten lassen sich elementar herleiten, wenn man die Sinus- und
Kosinusfunktionen durch die komplexe Exponentialfunktion:

exp(iz) = cos(x) + isin(x)
ausdriickt.

Die Fourierkoeffizienten ergeben sich aus:

zo+L
ak:z/ : f(z) cos <27r£{7:£> dz , (37)

o

b = %/IML f(z)sin (27fo> dz . (38)

Zo

Bemerkung:
Diese Definition schliefst ag mit ein.

Die obigen Ausdriicke fiir die Fourierkoeffizienten a; und by ergeben sich
durch Einsetzen der Fourierreihe:

flx) = % + ; [ak cos (27fo) + by sin <27Zm>}
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in und :

zo+L 2 zo+L 2
f(x) cos T g = 20 cos | TP 4y
L 2 L
xo o
> ro+k 2k 2
+Zak/ cos( WLx) COS( 727$> dx
k=1 o

= o+l 2k 2
+Zbk/ Sin(WLx)COS< 7erx)da:
zo

k=1

1. Fall: p=20
Beide Reihensummen verschwinden, so dass:

ro+L L 9 ro+L
/ f(x) de = CLOT bzw. ap = Z/ f(x) dz .
fly) xo

2. Fall: p#0
Der erste und dritte Term auf der rechten Seite verschwinden. Aus der Rei-

hensumme bleibt:
@0+l 2 L
/ f(x) cos < 72):10) dz = ayy

o

2 [rott 2
— %ZZ/ f(x)cos( 7r[]/9x) dz
Zo

Analog ergeben sich die Koeffizienten b,.

5.2.1 Symmetrien

Die Fourierkoeffizienten a; verschwinden fiir ungerade Funktionen und die b;
fiir gerade Funktionen. Dies lésst sich einfach aus der Definition der Koeffizi-
enten a;, b; erschliefsen, wenn man zy = —% wahlt. Da das Integral ffa g(z)dx
fiir eine ungerade Funktion verschwindet, ergeben sich die genannten Ergeb-
nisse fiir die Fourierkoeffizienten.

Ahnliche Aussagen lassen sich auch fiir allgemeinere Symmetrien machen. So
ergibt sich beispielsweise bei einer Symmetrie um L/4, das heift f(L/4—x) =
+f(z — L/4), mit der Substitution u =x — L/4 (f(u) = £f(—u)):

2 [roth 27k k
bk:Z/ f(u)sin( WLU+%)du.

zo
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Aus dem Additionstheorem

. 27Tku+7rk; L 2mku ‘ 7k n 2rku\ . 7k
sin 7 5 = sin 7 CoS 5 coS 7 sin 5

ergibt sich wegen:

cos (M) =0 bzw. sin(nm)=0 (n€Z)

(1) falls f(x) gerade um L/4 ist, gilt agri1 = 0, bop, =0
(2) falls f(x) ungerade um L/4 ist, gilt ag, = 0, bogy1 = 0.
5.2.2 Funktionen mit endlichem Definitionsbereich

Es lassen sich auch nicht-periodische Funktionen in Fourierreihen entwickeln,
wenn man sie auf einem endlichen Intervall betrachtet.

. , .
Xo-L Xo Xo+L Xo+2L

Abbildung 10: Periodische Fortsetzung der Funktion f(x).

Durch periodische Fortsetzung der Funktion ldsst sie sich dann in eine Fou-
rierreihe entwickeln. Eine wichtige Technik zur expliziten Berechnung von
Fourierreihen besteht darin sie durch Differentiation oder Integration be-
kannter Fourierreihen zu bestimmen. Dies soll am folgenden Beispiel erlau-
tert werden.

Beispiel: Wir betrachten zunéchst die Fourierreihe der Funktion:
fr)=2", —-2<z<2.
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Wenn wir die Funktion im Intervall —2 < 2 < 2 betrachten und
periodisch fortsetzen ist f(x) gerade.

2
B 9 wkx 16k
B /0 veos ( 2 ) do part. Int. 7Tk32( D (k#0)

4 wkx )
— 5 Z 2]{72 (2> mit 0<z<?2

Die Reihe fiir f(z) = 2 (0 < =z \ 2) lisst sich dann aus der
Integration der Reihe von f(z) = 2? berechnen:

3

x 4 1) kx
§—§x+322 513 sm( 5 >+C’.

Die Fourierreihe fiir  erhalten wir aus der Ableitung der Fourier-

reihe von x°:

= (=1)F k
21::—82( k) sin (%)
T

und damit insgesamt:

= (=DF . (7kx 1) wkx
=—16 96 .
; wk S\ T * Z m3k3 sin 2

Die Konstante ergibt sich zu C' = 0, wegen sin (”’2“) w0 =0

Man kann die Fourierreihe auch als Reihe der komplexen Exponentialfunktion
schreiben. Aus exp(ikx) = cos(kx) + isin(kx) ergibt sich dann:

Fa) = i o (27r2kx>

k=—o0

1 [rott 2mika
Ck:Z/ f(z)exp (— 7 ) dz

Zo

mit:
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Die Giiltigkeit der obigen Entwicklung ergibt sich analog zur Sinus- und
Kosinusreihe aus:

10+Le _2mipr 2mikz gy L fir k=p
20 P L AL T 0 sonst.

Es gelten die Beziehungen:

1
Cr = §(Clk — Zbk) und C_ = §(ak + Zbk) .

5.3 Gekoppelte Oszillationen: Eigenwertgleichungen und
Hauptkoordinaten

Wir kehren nun zum Problem gekoppelter Oszillatoren zuriick und betrachten
die Bewegungsgleichung:

> Tl + Vi = 0.
j=1
Zur Losung des Oszillatorproblems machen wir den Ansatz:
n = Ca; pi(wt+9) 7
der auf die Sdkulargleichung:
(Vija; — w*Tja;) = 0

fiihrt. Die Amplituden a; verschwinden nur dann nicht, wenn die Determi-
nante der Koeffizientenmatrix |V;; — w?T;;| = 0 verschwindet. In kompakter
Notation betrachten wir also das Eigenwertproblem:

La:/\za mit w?=\.

Aus der Sikulargleichung det (V;; — w?T};) ergeben sich dann n Eigenfrequen-
zen wy, die auf die Losung:

Nk = Craik exXp [2 <wkt — 5k>]

fiihren. Wir betrachten nur Systeme ohne Dampfung, so dass wir reelle Lo-
sungen erwarten:
Nik = Cray cos (wit — 0,)

bzw. in vektorieller Form:

1, = Cray, cos (wit — )
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mit den Integrationskonstanten Cj und dy. Durch die n,(t) werden die so-
genannten Fundamentalschwingungen bezeichnet, die sich dadurch aus-
zeichnen, dass zwischen den Oszillatoren keine Energie ausgetauscht wird.
Die allgemeine Losung ist dann durch Superposition gegeben:

n(t) = an(t) :
r=1

Beispiel: Ein System zweier gekoppelter Oszillatoren.

T e

\\\\g\\\\
A

Abbildung 11: Zwei gekoppelte Oszillatoren.

Die Bewegungsgleichungen fiir das obige Oszillatorsystem lauten:

mij + (k +ki)m — ke =0,
mﬁg + (k‘ + k?1>7]2 — k’l’l’}l =0 s

wobei 7; die Auslenkung der i-ten Masse angibt.
Mit 7;(t) = Ca; cos(wt — 0) erhalten wir:

(k + k1 — mw*)a; — kiay =0
— ]{31(11 + (]{? + ]{71 - ’ITLLUQ)(IQ =0

(k + ky — mw?) —k1 B
- det ( —ky (k+ ki —mw?) ) 0
und somit :
k k + 2k,
w1 = — y Wy = .
m m

Die Eigenvektoren ergeben sich zu:

1 (1 4w L1
al—ﬁ 1 un 0,2——2 1 .



Im ersten Fall schwingen die Massen also in Phase, im zweiten Fall
gegenphasig.

Wenn wir uns wieder dem Ursprungsproblem zuwenden, suchen wir eine li-
neare Transformation (Hauptachsentransformation), die die Matrizen T
und V gleichzeitig diagonalisiert, da die Bewegungsgleichung dann die triviale
Form:
Tii Gi+Viiqi=0

hat, so dass:

(1) = Cicos(wit — &) w) = =
gilt.

a;r ist die j-te Komponente des r-ten Eigenvektors m,. Damit ergibt sich:

n n
_ 2
> Vi, =l Tia
j=1 j=1
und analog:
n n
_ 2
> Vijajs =l Tia,
7=1 7j=1
E E _ — ()2 2
— isVijaz, — aipVijajs = 0 = (w; —wy) g Tijairajs -
— — Vij=Vji —
irj irj irj

Da w, # w; folgt:

Z ayTija;s =0 fir r#s.
/L'hj
Fiir r = s gilt:
Z Nir 13jNjr = C%w? cos? (wyt — 0,) Z aiTija;, >0,
i,j 4,3

da die kinetische Energie (aufer an den Umkehrpunkten) positiv ist. Durch
geeignete Wahl von C). kdnnen wir also die Summe so normieren, dass:

Z airTijajr =1 bzw. ATI A =1
1,J

mit
aiq . QA1p

|5S
I

ap1 ... App
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Mit der Matrix

konnen wir dann die Gleichungen

Z [Vm—waw] CLjTZO y i, 7’:1,...,n

J=1

umschreiben in:

|

VA-TAY AV

|5S

=0*.

ATT A=t

[FS

Damit diagonalisiert A sowohl T als auch V und erzeugt damit die Haupt-
achsentransformation. Durch:

i =: Zaz’rCr
r=1

werden dann die Hauptkoordinaten (. definiert. In den Hauptkoordinaten
sind die n Ostzillatoren entkoppelt:

L <§, g) = Z Z [airﬂjajsérés - air‘/ijajSCTCs

i, 7S
=2 | -]
r=1
— §r+war:O mit r=1,2..,n.

Dies sind die entkoppelten Bewegungsgleichungen des Systems in den Haupt-
koordinaten (.

5.4 Erzwungene Schwingungen und Dampfung

Periodische Anregungen

Wir betrachten nun keine isolierten Oszillatorsysteme sondern solche, die mit
einer periodischen Kraft F' angeregt werden, deren Komponente Fj auf die
Koordinate n; wirkt.
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Die generalisierte Kraft @;, die auf die Hauptkoordinate ¢; wirkt, ergibt sich
dann aus:
Q=Y AuF; .
J

Nach der Transformation in Hauptkoordinaten lauten die entkoppelten Be-
wegungsgleichungen damit:

Gt wiG=Q; .
Hier betrachten wir Anregungen, die in der Form:
Qi = Qo; cos(wt + &;)

geschrieben werden kénnen, wobei w die Anregungsfrequenz bezeichnet.
Die Bewegungsgleichungen lauten dann entsprechend:

CZ + w?CZ = QOi cos(wt —f- (51) .

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung ergibt
sich aus der allgemeinen Ldsung der homogenen Gleichung sowie einer spe-
ziellen Losung der inhomogenen.

Wir betrachten den Fall, dass das System fiir £ = 0 im Ruhezustand ist.
Dann verschwinden die Amplituden der freien Schwingung, die fiir reale Os-
zillatoren ohnehin weggeddmpft werden.

Zur Bestimmung der inhomogenen Losung machen wir den Ansatz:
Gi(t) = B;cos(wt + ;) .
Durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt sich:
(—w? 4+ w?) B; cos(wt + &;) = Qo; cos(wt + &;)
Qo

— Bz: 5 3
w? — w

und damit:

— W2
w; —w

A;iQo; cos(wt + ;)
ni(t) = AjG =) = :
Fiir w = w; divergiert offenbar die Amplitude der Schwingung. Dieses Er-
gebnis ist fiir reale Oszillatorsysteme nicht direkt anwendbar. Zum einen ist
die lineare Riickstellkraft haufig nur eine Ndherung fiir kleine Auslenkungen.
Desweiteren miissen wir dissipative Krifte beriicksichtigen.
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Die dissipativen Krifte sind linear in den Geschwindigkeiten, so dass die
Bewegungsgleichungen die Form:

> Tigiiy + Figiy + Vigny = 0
j

annehmen.

Im allgemeinen Fall kénnen wir 7;;, F;;, Vi; nicht gemeinsam diagonalisieren,
so dass wir keinen Satz unabhingiger Bewegungsgleichungen generieren kdn-
nen.

Es gibt aber Formen der Dissipationsfunktion

1 .
.3
die eine simultane Diagonalisierung erlauben. Fiir solche Systeme lauten die
Bewegungsgleichungen:

G+ FiGi+wiG=0. (39)
Dies sind lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, die
mit dem Ansatz: '
Git) = Cie
gelost werden. Einsetzen in ergibt:

2 ! 2 _
w;” +iw;F —w; =0

[, 72 F
— = w2 - = -
w; w; 13

Wir unterscheiden nun die drei Félle:
1. Schwache Démpfung: w? > %2
- G(t) = e [clei‘:’it + cge_ia’"t]
mit @; = \/w? — ]:T’Z.
Die Schwingung hat dann die Form (C(0) = ¢y, ¢(0) = () aus Abbil-
dung

2. Starke Dampfung: w? < %’2

) F2 ) F2
(?H ;w?>t (’?t ;w?>t
~ o G = e + coe

(,aperiodische Kriechbewegung®)
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Cos

Abbildung 12: Zeitlicher Verlauf von Oszillationen bei schwacher Dampfung.

3. Aperiodischer Grenzfall: w? = %2
Der Eigenwert w] = —iZt ist entartet, so dass (siehe MMP) die Lésung
die Form: .

Fi
Gi(t) =cre 2! 4 cpte™ 2!
hat.

Bislang hatten wir nur Anregungen der Form:

Qi = Qoi cos(wt + 9;)

betrachtet. Fiir lineare Schwingungen ist es aber auch moglich beliebige pe-
riodische Anregungen mit

Qi(t) =Qi(t+T) (T = Periodendauer)

zu betrachten. Die Losung ergibt sich dann aus der Entwicklung von Q;(t)
in eine Fourierreihe:

Qilt) =3 +

WE

lan, cos(nwt) + b, sin(nwt)] .

n=1

Zur Bestimmung der inhomogenen Losung macht man dann den Ansatz:

G(t) = Cio(t) + Ga(t) + Cia(t) + .. + Ca () + Cia(t) + ...
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mit den Differentialgleichungen:

. . a
Gio + FiGio + wiGio = 50

Cin + FiGin + w?Cin = ay, cos(nwt)
gfm + ]:i@n + w?ém = b, sin(nwt)

Qo
2
2w;

~ o Gt) = + Z [A;p, cos(nwt — i) + Bip sin(nwt — ;)]
n=1

mit
a
Ain - = )
\/(%2 — n2w?)? + Finlw?
b
Bin = = 5 )
\/(%2 — n2w?)” 4+ Fniw?
Finw

w? —n2w?

taﬂ(%) =

Durch die Abhéngigkeit der Koeffizienten A;, und B;, sowie der Phasenver-
schiebung ¢;, von nw hat die stationdre Schwingung eine deutlich andere

Form als die anregende Schwingung.

5.5 Nichtlineare Schwingungen

Die harmonische Naherung, die eine lineare Riickstellkraft impliziert, ist fiir
viele physikalische Systeme von grofer Bedeutung. Es gibt aber auch Félle,
wie beispielsweise das mathematische Pendel fiir grofere Auslenkungen, in
denen die nichtlinearen Anteile nicht mehr vernachléssigt werden konnen.

Solche Systeme werden dann mit Hilfe der Stérungsrechnung behandelt.

Wir betrachten dazu den Fall, dass die Riickstellkraft die Form:

F(z) = —kx 4+ ema” n=273

hat, wobei ¢ < 1. Die nichtlineare Kraft fiilhrt auf die Bewegungsgleichung:

i+wir—ex" =0 mit Wi = — .
m

Da ¢ eine kleine Grofe ist, machen wir den Ansatz:
z(t) = 2o(t) + ez (t) + a2(t) + ...,
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wobei () = asin(wpt 4 §) die Losung des ungestorten Oszillators bezeich-
net.

Setzen wir nun die Reihenentwicklung in die Bewegungsgleichung ein, so er-
gibt sich in Potenzen von e:

(fo + ngo) +e (i1 + Wiz — 938) +0@E*)=0.

Ote Ordnung 1te Ordnung 2te und hohere Ordnung
Die Differentialgleichung kann nur dann erfiillt sein, wenn die Ausdriicke in
den Klammern verschwinden, also:

(’l) i’o + ngg =0

(17) i+ wiry —af =0
Die erste Gleichung entspricht dem ungestoérten Oszillator. Zur Lésung von
(77) bendtigt man zo(¢) und kann dann die Lésung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung fiir z;(¢) bestimmen. Analog verfihrt man mit der Ordnung

O(e?) die auf eine Differentialgleichung fiir x5 (¢) fiihrt und die Kenntnis von
To, T1 voraussetzt.

Beispiel: Wir betrachten den nichtlinearen Oszillator:
i+wir —ex® =0

mit 29(0) = A und 9 =0 —  xo(t) = Acos(wot).
Dann ergibt sich in linearer Ordnung in e:

&1+ wiry — A% cos?(wot) = 0

~ i A wizy = 2A% (14 cos(2wot))

Die Losung der homogenen Gleichung lautet:
x1 = asin(wot) + bcos(wot) .

Ferner ist:

2

=57
0

(3 — cos(2wpt))
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Mit den An-
fangsbedingungen x1(0) = 2,(0) = 0 ergibt sich:

AQ

a=20 und b:_3_w(2)7
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also insgesamt:

z(t) 2 xo(t) + exq (t)
A2
= A cos(wot) + €62 (3 — 2 cos(wpt) — cos(2wpt)) .
wo
Es treten also neben der Grundfrequenz auch hohere Frequenzen
auf. Diese Phénomen setzt sich fiir hohere Ordnungen von ¢ fort.

Ein weiteres wichtiges Phinomen lé&sst sich am Beispiel des ebenen Pendels
verdeutlichen. Die exakte Bewegungsgleichung des ebenen Pendels lautet:

gb—l—%]singp:Orgb—i-wgga—ap?’

mit wj = 4 und e = £.
Die Anfangsbedingungen seien gegeben durch ¢(0) = A und ¢(0) = 0, so
dass wir wiederum g (t) = A cos(wot) erhalten. Fiir ¢;(t) ergibt sich dann:
A3
B+ wipr = s = e [3 cos(wot) + cos(3wpt)]
A3
32w

Wir erhalten also eine linear anwachsende Amplitude in linearer Ordnung
von €, so dass die Losung nicht periodisch ist. Dieses Ergebnis ist ein Arte-
fakt der Naherung und muss geeignet behandelt werden. Dass Auftreten der
nichtperiodischen oder sakularen Terme wird durch eine Verschiebung der
Eigenfrequenzen wy — wp + ¢ verursacht, die sich aus der nichtlinearen Kraft
ergibt. Es gilt:

—  1(t) [cos(wot) + 12wt sin(wot) — cos(3wot)]

252

sin [(wo + 9)t] = sin(wot) + td cos(wot) — % sin(wot) + O ((t6)°) .

Damit liegt es nahe, nicht nur die Losung z(t) sondern auch das Quadrat der
Frequenzen in eine Potenzreihe zu entwickeln, also:

o(t) =zg+er; +e%r9+...  und  wi=w?+ca; +fay+ ..

Diese Entwicklung setzen wir in die Bewegungsgleichung & + wiz — ex® = 0
ein und erhalten:

Ote Ordnung: %y + w?zy =0
1te Ordnung: 1, + Wiy = :1:8 — 1%

2te Ordnung: &y + w?as = ngxl — 1T — Qi

Die «; sind jeweils so zu bestimmen, dass die siikularen Terme in den einzel-
nen Ordnungen verschwinden.
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5.6 Ubergang zum schwingenden Kontinuum

Wir gehen wiederum von gekoppelten linearen Oszillatoren aus.

— — — —
7 ? ) l

Abbildung 13: Ubergang zum schwingenden Kontinuum: Die Abbildung zeigt
gekoppelte Oszillatoren, die longitudinale bzw. transversale Schwingungen
durchfiihren.

Diese Art von Systemen kann sowohl Schwingungen in der Horizontalen,
also entlang der Ruhelagen (<), ausfiihren, als auch in der Vertikalen ({}).
Die horizontalen Schwingungen nennt man longitudinale Oszillationen, die
vertikalen transversale Oszillationen.

Fiir den Ubergang zum Kontinuum betrachten wir zuniichst ein System aus
n Massen, die mit Federn identischer Stérke gekoppelt sind. Wir gehen ferner
davon aus, dass die Federn fest zwischen zwei Wénden eingespannt sind. Es
gilt also:

mQJ+(2q]_QJ—1 _Qj-i-l) =0 5 ]: 1,2,...,”
mit ¢; : Auslenkung der j-ten Masse, m : Masse der Oszillatoren, k : Feder-
konstante und den Randbedingungen:

Go(t) = Guyr(t) =0 Vt.

(Die Randbedingungen werden also durch ,ortsfeste” Oszillatoren realisiert.)
Wir machen den Ansatz:

¢;(t) = Cajcos(wt — 0) = C'sin(a,j) cos(wt — 9) .

Der Ansatz entspricht also einer sinusférmigen Losung in Ort und Zeit. Aus
den Randbedingungen ergibt sich direkt:

sin[(n+ 1)a,.] =0
rT
— (n+ Do, =rmr bzw. a, = ,r=1,2,...n.
n—+1

Wenn wir den Ansatz in die Bewegungsgleichungen einsetzen, erhalten wir:
[—mw?® + 2k(1 — cos(a,))] C'sin(a,j) =0 .
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Da wir uns nur fiir endliche Auslenkungen interessieren muss [...| = 0 gelten:

k
w? = 2—[1 — cos(ay.)] — wy = 2w sin o
m 2(n+1)

mit cos(2a;,) = 1 — 2sin*(q,) und wi = £.
Fiir die allgemeine Losung erhalten wir damit:

q;(t) = Z C, sin (nii 1j) cos(w,t — 6,)

—~ ([ :
= Z sin <n " 1j> [, cos(w,t) + e, sin(w, )]

Der Vorfaktor sin(a,.j) bestimmt die Amplitude des j-ten Oszillators zur
Eigenfrequenz w,. Die Konstanten d, und e, werden durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt:

2

d, = i) jzlqj((]) sin(aj) und e, =

2 . .
T o B0 sl

Beim Ubergang vom System aus n Oszillatoren zum schwingenden Kontinu-
um machen wir folgende Annahmen:

en—oo, [|—0, [= Abstand der Oszillatoren in Ruhelage
e Die Gesamtenergie soll erhalten bleiben.
e Der Abstand zwischen den Oszillatoren soll so verschwinden, dass:

lim (n + 1)l = L = const.

n— oo
e Die typische Anregungsenergie soll erhalten bleiben, das heift:

k-1l = const.

Mit diesen Annahmen lauten die Bewegungsgleichungen:

me_ Ligra—46¢ 4 -4
k2™ l l '

Fiir [ — 0 ersetzen wir ¢; — ¢(z,t) mit z = jl und erhalten:

i e+ )~ e - )] =)
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Da m/l = p = const. und kl = const. gilt, erhalten wir also insgesamt:

10% _ 0%
2otz Ox?

, ki

mit ¢ =—|.

Dies ist die eindimensionale Wellengleichung.

5.6.1 Losung der Wellengleichung
Bernoullische Losung (stehende Wellen):

Wir machen dazu den Produkt- bzw. Separationsansatz:

q(z,t) = g(x)h(t) .

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

1.

Zh()g(z) = h(t)g"(z)

1 h 1

- === g _ const. = —k* .

2h g
Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte nur von = abhingt, miissen beide
Seiten konstant sein. Wir nennen diese Konstante —k2. Es bleibt das Problem
der beiden gewthnlichen Differentialgleichungen:

h=—-"1nh und J' = —k%g
zu losen. Wir erhalten also:
h(t) = hy cos(kct) + hg sin(kct)
g(x) = g1 cos(kx) + go sin(kx)

Wie gewohnlich lassen sich die Konstanten aus den Randbedingungen be-
stimmen. Aus ¢g(0) = g(L) = 0 ergibt sich:

™

g1=0  und k:rz cr=1,2,..
Die zugehorigen Eigenfrequenzen lauten:
e
k.ct = w,t bzw. y=Tr— .
ct =w ZW. Wy =T

Wenn wir uns daran erinnern, dass ¢ = \/g = \/% sollten wir ein theoreti-

sches Verstandnis fiir das Stimmen von Saiteninstrumenten gewonnen haben.
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Die w, nennt man Eigenfrequenzen, wobei die Randbedingungen fiir das
Auftreten diskreter Eigenfrequenzen verantwortlich sind.
Die allgemeine Losung der Wellengleichung lautet damit:

q(z,t) = i sin (?) [, cos(w,t) + e, sin(w,t)] .

Die Losung ist periodisch, da die Frequenzen ganzzahlige Vielfache des Grund-
tons wy sind.

Die verbliebenen Konstanten d, und e, ergeben sich aus den Anfangsbedin-
gungen. Aus der allgemeinen Losung erhalten wir:

q(z,t) = Zd’” sin <?) und  ¢(z,0) = Zerwr sin (?) .
r=1 r=1

Zur Bestimmung der Koeffizienten d, und e, multiplizieren wir jeweils beide
Gleichungen mit sin(s7z/L) und mit:

/OL sin (?) sin (?) dx = gérs

erhalten wir:

Die d’Alembertsche Lésung:

Die Wellengleichung wird durch beliebige Funktionen ¢(z,t) = f(x £ ct)
gelost (siehe Ubung). f(z — ct) beschreibt eine Welle, die sich mit Geschwin-
digkeit ¢ in positiver z-Richtung ausbreitet und umgekehrt f(z + ct) eine
Welle in negativer z-Richtung.

Die allgemeine Losung der Wellengleichung lautet also:

q(z,t) = fi(x —ct) + falx + ct) .

Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir die Beziehungen:

q(x,0) = f1(x) + fa(x) (40)
q(z,0) = —cfi(x) + cfy(x) (41)
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Aus den Randbedingungen erhalten wir:

q(0,t) = fi(—ct) + falct) =0 V¢
QL) = Fi(L = ct) + fo(L+ct) = 0

Aus den Anfangsbedingungen lassen sich fi(z) und fo(x) durch Integration
von bestimmen:

fi(z) — fo(x) = %/w g(2',0) dz’ (x¢ beliebig)

o N0 =gl [0

[Q(x, 0) + % / §(z',0) dx’}

Zo

(\V]

fo(z) =

N | —

Damit ist die Funktion in 0 < x < L bestimmt. Es gilt ferner Va:
fil=2) = fo(z)  wnd  fo(L+ )= —fi(L - =)
aus den Randbedingungen. Durch Einsetzen erhalten wir:

filmz = L)=—folx + L) = fi(-z + L)
fole + L) = —fi(-z + L) = fa(x — L)

= Die Funktionen fi, f5 sind periodisch mit der Periode 2L. Die Funktio-
nen ¢, | sind damit auf der ganzen reellen Achse durch Anfangs- und Rand-

bedingungen festgelegt.
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6 Wirkungs- und Winkelvariablen

6.1 Systeme mit einem Freiheitsgrad

Winkel- und Wirkungsvariablen sind von besonderer Bedeutung fiir Systeme,
die eine periodische Bewegung beschreiben.

Dies sind beispielsweise Systeme wie der harmonische Oszillator, deren Be-
wegung im Phasenraum durch geschlossene Bahnen beschrieben wird. Aufer-
dem sind periodische Bewegungen wie beispielsweise beim iiberschlagenden
Pendel oder bei Planetenbewegungen gemeint.

Wir betrachten hier ein System mit einem Freiheitsgrad, das konservativ ist.
Es gilt also H(q,p) = oy, so dass p(q, ;). Fiir beide Typen periodischer
Bewegung kénnen wir die Wirkungsvariable

szpdq

einfiihren, wobei das Integral iiber eine ganze Periode gebildet wird. Da fiir
unser System p = p(q, ay) gilt, hdingt J nach der Integration iiber ¢ nur noch
von «q ab.

Wir hatten fiir nicht explizit zeitabhingige Hamiltonfunktionen H gesehen,
dass die Hamilton-Jacobische-Differentialgleichung

~ oS
H = — | —FE=0

lautet und
S (@a1) = S (¢,2) = Bt

gilt.

Man kann in diesem Fall auch die charakteristische Funktion als Funktion
S = S(q,J) schreiben. Die zu J kanonisch konjugierte Variable w (Winkel-
variable) ist dann definiert als:

w e @
-~ aJ
mit der Bewegungsgleichung (aus der kanonischen Transformation):
. OH(J) _ _
w—Tzv(J) - w=vt+p.

In dieser Form generieren die Winkel- und Wirkungsvariablen nur einen alter-
nativen Satz von Bewegungsgleichungen der Hamilton-Jacobischen-Differen-
tialgleichung.
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Der Nutzen der Winkel- und Wirkungsvariablen besteht aber in der physika-
lischen Bedeutung von v(J). Dazu betrachten wir die Anderung der Variablen
w fiir einen vollstidndigen Zyklus:

Ow 0*w
v ag 17 T g0 1
Da J = const. und damit nicht von ¢ abhingt, konnen wir das Integral
vereinfachen: 8
w

d
Aw = dJ dq—ﬁ pdg=1.

=J
Aus dem Zusammenhang w = vt+ [ folgt dann fiir einen vollstandigen Zyklus
der Dauer 7:
Aw=1=uvT.

Damit kénnen wir v als Frequenz der periodischen Bewegung interpretieren,
die man ohne explizite Losung der Bewegungsgleichungen bestimmen kann.
Wenn man H als Funktion von J dargestellt hat, kann man die Frequenz v
einfach durch Ableitung von H bestimmen.

Als Beispiel betrachten wir dazu den harmonischen Oszillator:

1
H = 5 (P> +m*w’®) = E .
H ist nicht explizit zeitabhéngig. Wir konnen daher fiir die Hamilton-Jacobi-
Gleichung:
— || = E =
o [( 8q> + m wq Q
ansetzen.

Fiir den Impuls erglbt sich damit:

p= j:\/2ma — m2w?q? |

so dass mit:

20,
q= 5 sin
mw

2
](pdq-/ \/Qmoz——m%ﬂsm 9\/ a20089d9
mw
2 2
\/4&/ cos? 6 df

27ra

gilt:

w
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Wir erhalten also:

Jw
H=H(J)=a=—
(J)=a=
und damit fiir die Frequenz des Oszillators:
oOH w1 [k
8J_U_27T_27r m

Man kann die Wirkungs- und Winkelvariablen auch fiir solche Systeme ein-
fithren, die in allen n 4+ 1 Variablen g;, t separierbar sind. Fiir solche Systeme
gilt:

S*(g,o,t) =S (q,a) —Et und  S(q,a) = ZSZ' (gi,ox) .
i=1

Die Variablen @); und p; ergeben sich aus:

05"
(9061' N

4_(95*_(95
b= dg; _aQi.

Bi und

Fiir ein solches System sind die Wirkungsvariablen durch:

aS@ iy &
Ji:j{pi in:f% dg;

definiert, wobei wir iiber eine volle Periode integrieren.

Durch die Integration iiber eine volle Periode entfillt die Abhéngigkeit von
den ¢; und J; = J;(a). Damit ist J; eine Erhaltungsgrofe, da die «; konstant
sind.

Man kann die verkiirzte Wirkungsfunktion in Abhéngigkeit der J; ausdriicken,
so dass:

S = ZS'L (qm le SE3) Jn) .

i=1

H héngt nur von den J; ab, also:
H=E=H(Ji,..,Jn) .

Wir erhalten dann:

P= "0 T g 7

(Winkelvariablen) .
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Analog zum eindimensionalen Fall erhalten wir die Bewegungsgleichungen:

- H
Ji = OH(J) () =0 — Ji = const.
811)1‘
und oH(J)
w; = YA v;(J) = const.

Damit ergibt sich wie im eindimensionalen Fall:
w; = vt + B (B; = const.) .

Die Koordinaten und Impulse kénnen durch die Variablen w; und die Kon-
stanten J; ausgedriickt werden. Zur Analyse betrachten wir infinitesimale
Anderungen von w;:

Sw: — Owy N~ 95 da.

e - 3q] %= - &]Zaq] % -
J J

Wegen:

08
aql - p’L

S = Z Si (g, &) und

ergibt sich:
0
ow; = 0. zj:pj (,) dg; .

Fiir die Gesamtanderung von w; erhdlt man daher:

0
Awi:ZQJij{n.pj(%’J) dg; ,
7 J

wobei m; die Zahl der Zyklen in der Variable ¢; angibt.
Aus der Definition der Wirkungsvariablen ergibt sich sofort:

0
AU}Z‘ = Z a_Jiijj =m; ,
J

wobei wir vorausgesetzt haben, dass alle Koordinaten vollstdndige Zyklen
durchlaufen haben.
Fiir Schwingungen kénnen wir die Bewegung als Fourier-Reihe darstellen:

_ (k) 27Ti(j1w1+---+jnw7z)
= D D



oder in kompakter Notation:

qr = Z ag-k) p2midw _ Z ag-k) p2id (vt+)
J J

1 1
ag.k) :/0 /0 qr(w) eI du

als Fourierkoeflizienten.

Fiir Rotationen muss man beriicksichtigen, dass ¢ nach einer vollstindi-
gen Periode nicht mehr seinen Ausgangswert annimmt. Man muss daher die
Funktion g; — wyqor betrachten, wobei qor die Differenz in g (t) nach einem
Zyklus bezeichnet. Diese Funktion kann dann wieder in eine Fourierreihe
entwickelt werden, so dass:

(k) omij-w
Qk_kaOk:E a; e (A
J
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7 Geschwindigkeitsabhingige Potentiale und
Reibung

Wir hatten bereits ein Beispiel fiir ein geschwindigkeitsanhéngiges Potential
im Rahmen des Lagrange- und Hamiltonformalismus diskutiert, ndmlich die
Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld. Hier wollen
wir die Form der Lagrange-Funktion etwas ausfiihrlicher begriinden.

U(q, q) sei eine generalisierte Potentialfunktion, die auf die generalisierten
Kréfte
_ou d [oU
= 9q; T (a%’)
fithrt. Fiir ein solches geschwindigkeitsabhdngiges Potential kann man die
Lagrangefunktion in der Form

L=T-U

schreiben, so dass die Euler-Lagrange-Gleichungen
d (0L oL 0
dt \dq;)  0q;

Ein sehr wichtiges Beispiel fiir ein solches Potential ist das Potential des elek-
tromagnetischen Feldes. Dazu betrachten wir ein Teilchen der Masse m mit
Ladung q. Das Teilchen bewege sich mit Geschwindikeit v in einem elektri-
schen Feld E und einem Magnetfeld B.
Auf das Teilchen wirkt die Lorentzkraft

erfiillt bleiben.

F =q[E+ (v x B)]

Beide Felder sind Funktionen der Koordinaten (r,t). Sie konnen aus dem
Skalarpotential ¢(r,t) und dem Vektorpotential A(r,t) hergeleitet werden.
Es gilt:
0A
E:—V¢—W und B=VxA.
Wir erhalten die Lorentzkraft, wenn wir das geschwindigkeitsabhingige Po-
tential

U=qp—qA- v

betrachten, so dass sich die Lagrangefunktion

1
L:§m02—q¢—|—qA-'v
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ergibt. Aus der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt sich wie erwartet:
mi = q[E+ (v x B)| .
Also die Bewegungsgleichung entsprechend der Lorentzkraft.

Man kann den Lagrange-Formalismus auch fiir Krifte verallgemeinern, die
man nicht aus einem Potential herleiten kann. Die Lagrange-Gleichungen

konnen dann in der Form:
d /0L oL
— (=) - = =0
dt \ 9g; Jq;
geschrieben werden.

Die @; sind dann diejenigen Kréfte, die nicht aus einem Potential herzuleiten
sind.

Dazu betrachten wir Reibungskrifte, die proportional zur Geschwindigkeit
v sind. Es gelte also Fi(R) = —k;v;. Wir konnen solche Krifte aus der Ray-
leighschen Dissipationsfunktion herleiten, also:

1
F = 3 Z kxvic + k:yvfy + kzvi .

Der Index ¢ nummeriert die Teilchen. Damit ergibt sich:
R —

OF

i vy,

bzw. FHR = -V, F.

Die Arbeit, die vom System gegen die Reibung geleistet wird, ist gegeben
durch:

AW = —FR . dr = —FB) .y dt
= (kyv2 + k‘yv; + ko?) dt = 2Fdt .

Damit beschreibt F die halbe Dissipationsrate durch Reibung. Es gilt:

oF
Q] aq] 9
da:
or; or; or;
=S FP - N v, =Y VvV, F—
__OF
0q;
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Die Lagrange-Gleichungen verallgemeinern sich dann zu:

d ( oL ) oL OF
—\a )5 +7=0.
dt aqj aqj 8(]]'
Fiir Reibungskrafte der Form:
(R) _ Y _
F __hl(vl)v_ (Z—l,...,N)

lautet dann die Dissipationsfunktion allgemein:

N v;
i=1

Beispiele fiir Reibungskréfte sind:

e Haftreibung F}IR) < N
mit Normalkraft N und Haftreibungskooeffizient py

e Gleitreibung F" = —pN?® (Coulombreibung)
e Rollreibung F% = —prN? (oft pp << )

e Reibung in Fluiden —FY = —c, AV
mit o = Dichte, A = Querschnittsfliche, ¢, = Widerstandsbeiwert;
kleine Geschwindigkeiten c¢,, ~ %, grofse Geschwindigkeiten ¢, = const.

Beispiel: Hantel mit Reibung in der z-y-Ebene.

A

Y

X

Abbildung 14: Hantel mit Reibung.
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Die Massen bewegen sich in der z-y-Ebene, wobei die Reibungs-
krifte v
F ER) = —m; gp—
V4

wirken, mit v; = (&;, ;).
Ubergang zu Schwerpunktskoordinaten:

— 11 = (x—1licos(p),y — lsin(p))
ro = (x + Iy cos(p),y + losin(p))

Damit lauten dann die Reibungkréfte in generalisierten Koordina-
ten

PR _ migp(E + Ligsin(p), y — Lig cos(p))
1 - s . B .
V(@ 4+ Ligsin(p))? + (§ — Lip cos(p))?

FgR) analog.
Man muss dann noch

FU — ZF(R) . Or; . F® und F?(JR)

xT

bestimmen und in die Euler-Lagrange-Gleichungen einsetzen. Die-
ses Verfahren vereinfacht sich durch die Rayleighsche Dissipations-
funktion erheblich:

Es gilt: h;(v;) = m; g

2 v
- F= Zmi g,u/ dv = gu(myvy + movs)
, 0

=1
= e (3 437+ a5 33
. . . . 1/2
= git [ (& + Lipsin(e))* + (5 = hipeos(y)))
. . : . 1/2
+mo (& — o sin())® + (5 + lag COS((,O))2) / ]
Die Reibungskrafte ergeben sich dann aus:

oP

Rj=—2-.
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8 Mechanik des starren Korpers

In den bisherigen Kapiteln dieser Vorlesung hatten wir uns ausschlieflich mit
der Mechanik von Massenpunkten beschiftigt. Die Bewegung eines Masse-
punktes ist durch die Kenntnis des Anfangsortes und der Anfangsgeschwin-
digkeit eindeutig festgelegt. Bei ausgedehnten bzw. starren Korpern ist zu-
sétzlich ihre Lage im Raum und deren zeitliche Entwicklung von Bedeutung.

Definition des starren Korpers:

1. System von N Massenpunkten my,...,my, die durch feste Abstinde
miteinander verbunden sind.

Abbildung 15: System von Massenpunkten.

2. Ein Koérper mit fest vorgegebener Massenverteilung o(7).

RXS/

s/ X P

Z A

X2

<Y

X

Abbildung 16: Starrer Koérper mit den Koordinatensystemen K und K.
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Fiir die Gesamtmasse gilt im 1. Fall:

N

i=1
und im 2. Fall:
M= [ o(r) d®r .

Es ist zweckmékbig zwei Koordinatensysteme einzufiihren: Ein raumfestes In-
ertialsystem K und ein mitbewegtes K. (sieche Abbildung

Ein starrer Kérper hat 6 Freiheitsgrade: Die Lage des Aufpunktes S und die
Orientierung des Koordinatensystems K.

8.1 Infinitesimale Verriickung eines starren Korpers

Fiir einen Punkt P des starren Korpers bei r» € K gilt bei einer infinitesima-
len Translation und Rotation:

dr =drs;+dp x x

wobei dr, die Verschiebung des Schwerpunktes und x die Lage des Punktes
in K bezeichnet. Fiir die Geschwindigkeit von P gilt dann:
_dr  dry  de

S T T
Nach der obigen Gleichung gilt fiir die Geschwindigkeit eines Aufpunktes P,
dass man sie in eine Translation mit Geschwindigkeit V' und eine Rotation
mit Winkelgeschwindigkeit w zerlegen kann, wobei w die Winkelgeschwin-
digkeit in K bezeichnet.

Bemerkung:
Die Winkelgeschwindigkeit héngt nicht von der Wahl von S ab. Fiir einen
Bezugspunkt S’ mit v, = r; + a gilt:
v=V'+uw xax'.
Mit:
r=r.+x'=r,+a+a
=x

— xz=2'+a

38



und:

v=V4+wxzrx=V+wxa+wxzx
- V' =V4+wxa und w=w.

Es ist sinnvoll den Aufpunkt S in den Schwerpunkt zu legen. Fiir diskrete
Massenverteilungen gilt dann fiir die kinetische Energie:

1 al A 2

T = 3 ;ml ('v(’))
1

252221: (V—l—wxa:())
1 (N

= Vipv. mlwxaz mzwxw
2 =1

Mit:

V. (wxz®) =2 (V xw)
gilt:

VZmlwxa: waZml ,

da wir S in den Schwerpunkt gelegt haben.
Wir betrachten nun den Term:

(w x z)* = w?a?sin?(a) = w?a? (1 - cos*(@)) = w?a® — (w - x)’
3
= Z wt [w25W - :Euxy] w”
=1

Wir konnen durch die Einfiihrung des sogenannten Trégheitstensors J den
Ausdruck fiir die kinetische Energie vereinfachen:

T= —Mv2 Z Zw“JWw

ulul

mit:
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Im kontinuierlichen Fall ergibt sich:

T:lfd% o(@) (V + w x x)’

2
1
= §V2/d3:p o)+ (V xw) - /d3x o(x)x
—_— —_—
=M =5=0

1
+ 5 /d?’m o(x)w" [932(5,“, — xuxy] w”

Der Trégheitstensor J lautet fiir eine kontinuierliche Massenverteilung:

o = /d3x o(x) (226, — zp2,]

Bemerkung:
J ist zeitabhéngig, wenn sich die z,, auf ein raumfestes Koordinatensystem
beziehen.

Fiir die kinetische Energie gilt dann:

1 1
T = ,Ttrans + 7j]rot = §MV2 + iwiw

mit M = Zfil m;.

8.2 Eigenschaften des Tragheitstensors

Drehungen werden durch Matrizen R beschrieben, die zur speziellen ortho-
gonalen Gruppe im R? (SO(3)) gehoren. Damit gilt fiir die Drehmatrizen
insbesondere:

R'R=1.

Der Tragheitstensor enthélt einen invarianten Anteil

/Q(;I:)Q:Qciw, d*z (42)
und den Anteil
- [ s @, (43)

der von der Wahl des Koordinatensystems abhéngt. Die Invarianz von (42))
ergibt sich aus der Eigenschaft ﬁT R=1,da

3 3
Y ReuRovbyu =Y Ry (RT) = 06rs .
pn=1

r=1
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J ist eine reelle, symmetrische Matrix, die man diagonalisieren kann. Es gilt

I, 0 0
B JE'=J=( 0 L 0
0 0 I3

In einem geeigneten Koordinatensystem ist io also diagonal. Dann gilt

) ) vst+yi 0 0
gz/dyQ(y) 0 Bty 0
0 0 yi+u

— ;>0 fir 1=1,2,3 und I + I, > I3 und zyklisch.

Beispiel: Bestimmung des Tragheitstensors fiir einen Quader mit Seiten-
langen a, b, c und homogener Massendichte p:

a/2 b/2
b [t

a/2J—-b/2 J—c/2

a/2 b/2 c/2

= Ju= Q/ / / @ [y + 2]

a/2 b/2 c/2

b/2 c/2
= ga/ / y + 2 ]
—b/2 c/2

c/2
= oa —— + bz ) dz
—e/2 (3 4
1 ¥ 1
= —pab — | ==M®*+
3% C(4 * 4) M 07+ e)
analog:
M M
JQQ = 7 ((12 + CQ) und J33 = 7 (aQ + b2)

a/2 b/2 c/2
Jig = —Q/ / / 4’z Ty
—a/2 b/2 J—c/2
b/2

a/2
/ / dr dy xy =0
a/2 b/2
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und analog:
Jij =0 Vi# .

Die Eigenwerte I; des Tréigheitstensors nennt man Haupttragheitsmomen-
te. Sind alle Tragheitsmomente verschieden, so spricht man von einem un-
symmetrischen Kreisel, fiir I; = I, # I3 von einem symmetrischen und fiir
I, = I, = I3 von einem Kugelkreisel.

8.3 Der Satz von Steiner

Es sei J der Trigheitstensor im kérperfesten System l?, dessen Ursprung S
im Schwerpunkt liegt. K’ sei ein System, das gegeniiber K um einen festen
Vektor a verschoben ist. J’ sei der Trigheitstensor in K’. Dann gilt:

J;/w =Jw+M [a25uv - auav} :

Der Drehimpuls des starren Koérpers kann in den Drehimpuls des Schwer-
punkts (abhéingig von der Wahl des Koordinatensystems) und den Rela-
tivdrehimpuls zerlegt werden.

Im diskreten Fall gilt:
N
L = Z m;x; X CCZ R
i=1

wobei die x; die Ortsvektoren im korperfesten System sind.
Im kontinuierlichen Fall gilt:

L:/d3:1:9(:v):vxm' — L=Jw.
Bemerkung:

L ist nur dann parallel zu w, wenn w parallel zu einer der drei Hauptach-
sen gewahlt wird. Man kann nun auch die Rotationsenergie in die Form:

1
Trot = 50).[1

bringen. Ist w parallel zu einer der Hauptachsen, so gilt:

1
Trot = 5[1'(4)2 .
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8.4 Kriftefreie Bewegung von starren Korpern

(S

Abbildung 17: Spur- und Nutationskegel.

Ohne &dulsere Krifte ist der Drehimpuls L erhalten, das heifst:
d d 1d

1d
SrL= d STy =-— S (w-L)=0.
ab =0 md T = og; (wlw) = 55 (@ D) =0

Kugelkreisel haben einen diagonalen Tragheitstensor mit I; = I,

1

Fiir symmetrische Kreisel gelte I; = I # I3. L sei gegeben. Die 1-Achse
werde in die durch L und die 3-Achse aufgespannte Ebene gelegt. Die 2-
Achse steht senkrecht auf der Ebene:

— Ls=0 und we =0 .
Damit liegt auch w in der 1-3-Ebene.

Wenn der Drehimpuls und die 3-Achse zusammenfallen dreht sich der Kreisel
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit:

wy —

ST

Fallen Drehimpuls und 3-Achse nicht zusammen, so zerlegen wir w in eine
Komponente wy,;||L und eine Komponente wgymm|| 3-Achse, also:

W = Wprj + Wsymm -
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Dann gilt:
V(3) = Wprj X ?"(3) = w X 7“(3)

fiir die Geschwindigkeiten von Punkten, die auf der 3-Achse liegen. v (3) steht
senkrecht auf der Ebene von L, w und z.

Die Symmetrieachse priazediert um L. Auch w prizediert um L. w iiber-
streicht den Spurkegel, die Symmetrieachse den Nutationskegel.

8.5 Die Eulerschen Gleichungen

Die Bewegung eines starren Korpers setzt sich aus einer Translation und
einer Rotation um einen beliebigen Ursprung zusammen. Wenn der Koérper
nicht festgehalten wird, legt man den Schwerpunkt zweckmafigerweise in den
Ursprung.

Fiir ein System mit N Massenpunkten gilt offenbar:

N N
1 . (@) _ 1n(a)
TSZM;TM’M - MTs:;Fz’ =F",

wobei Fl(-a) die dulere Kraft bezeichnet, die auf die ¢-te Masse wirkt. Fiir den
Gesamtdrehimpuls gilt dann:

N

N
d d ) . . .
EL = E (ZE 1 m;r; X Ti) = E m; (Ti X T'Z‘) +m;r; X r;

i=1 ~

N
=Y rxFY=N. (44)
i=1
Der Gesamtdrehimpuls L und das Gesamtdrehmoment IN beziehen sich auf
ein Inertialsystem:.

Die Beziehung L = N gilt aber auch, wenn sich L, N auf den mitbewegten
Schwerpunkt des starren Korpers beziehen.

Der Schwerpunkt fiihrt also eine Translationsbewegung durch, daher ist es
sinnvoll den Ortsvektor r; zu zerlegen:

/
=T+ T
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Damit gilt auch:

.o ../
rT,=Ts+7T;,

N
Z m;r; =0 (da der Schwerpunkt bei 7 = 0 liegt) ,
i=1

N
i=1

Nun gilt:
R a
%L = ;mﬂ'@ X T = ;mz [(Ts + "";) X ('Fs + 7‘;)]

N N N N
= E m;rs X rs+ E mﬂ"é Xy — E TTLZ’I“; Xrs + E mi’r/i X ’I";
i=1 =1 =1 =1

=0 =0

N
@ er x F\" 4 ¢! x F
=1

7 )

so dass mit:
> i, =Y F

folgt:
N d N N
Zmi’r; X T'; = EZmz’r; X ’I"z = Z’l"; X Fga)
=1 =1 =1

beziehungsweise:

./

L ,=N’.
Diese Form des Drehimpulssatzes ist niitzlich, weil Drehimpuls und Drehmo-
ment im Schwerpunktssystem leichter zu berechnen sind.

Bemerkung:
Wir betrachten nun ausschlieflich mitbewegte Koordinatensysteme, so
dass wir auf die ,, ' “ im Folgenden verzichten.

Es bleibt nun die Aufgabe die Bewegungsgleichung im korperfesten Koordi-
natensystem darzustellen. Dann gilt:

N d d
_LS = E [Zz:;ﬂ%'r‘z X (w X T’Z)] = &éw = &;Jijoei )
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wobei die w; die kérperfesten Koordinaten von w sind und die e; die Basis-
vektoren des korperfesten Systems bezeichnen.
Mit &; = w X e; gilt:

LS = Z Jij(i)jei +w X Z Jijwjei .

2% 1,7
Mit der Ableitung des Drehimpulses im korperfesten System:

. d
izj Jijwjei = ELS

gilt dann:

. d
L= LtwxL=N,,

wobei wir die Vektoren L, w, N in der kérperfesten Basis darstellen kénnen.
Damit haben wir eine Bewegungsgleichung fiir den starren Korper gefunden,
fiir die J zeitlich konstant ist.

Wenn die kirperfesten Achsen e; Haupttrigheitsachsen sind, ergeben sich
aus L; = Lyw; die Eulerschen Gleichungen:

8.6 Die Eulerschen Winkel

Durch die Eulerschen Winkel wird die Orientierung des korperfesten Ko-
ordinatensystems festgelegt.

Dazu drehen wir das Koordinatensystem um ¢ um die z;-Achse (K-System
#). Damit verliuft die x-Achse nun entlang der Linie ON. Wir kippen dann
das System entlang der Linie ON (also der x-Achse) um den Winkel 9, so
dass zwischen z;-Achse und z-Achse ein Winkel 9 eingeschlossen ist. Schliefs-
lich wird das System um die z-Achse gedreht (Winkel ).

Bemerkung:
Die Drehungen sind nicht kommutativ!

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen w; und w, der durch die
Eulerwinkel hergestellt werden kann. Es gilt:

W =W, + Wy + Wy .
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Abbildung 18: Die Eulerschen Winkel.

cos(v) sin(¢) 0 1 0 0
—sin(y) cos(y) 0 ) ( 0 cos(¥) sin(
0 1 0 —sin(¥) cos(

sin(v)) sin(V)
=¢ ( cos(1)) sin(?)) )
cos v

2) wy hat im gedrehten System # die Form:

(2) - = ()
wy=1| 0 —  wy= | —Usin(p)
0 0

und schliefilich w,, = Ye, im korperfesten System.
Damit ergibt sich insgesamt:

sin (1) sin(¢) ¢ + cos(1)))
w = | sin(J) cos(y)¢ — sin(p)d
cos ¥ +
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Die Beziehung ergibt sich auch direkt aus der Projektion von w,, wy, w,, auf
die korperfesten Achsen.

Beispiel: Kriftefreier symmetrischer Kreisel
Aus N =0 und I; = I, folgt direkt:

Isws =0 — w3 = const.
Fiir die ersten beiden Gleichungen ergibt sich:
w1+ww2:0 und wg—wwlzo,

wobei:
Is— 1,
L
— wi(t) =Acos(@t+ ) ; wat) = Asin(wt + «)

w =

Fiir die Euler-Winkel gilt dann:

A cos(wt + «) sin() sin(¢) + Cos(w)ﬁ:‘
Asin(@t +a) | = | sin(d) cos(¢)p — sin(y)J
ws cos(9) + ¢

Wir machen nun den Ansatz J(t) = const = v,.

: : A
—  sin(dg)p = £A bzw. o(t) = isin(z%)t + ©o
= =)= A
Wrd = 0 = sin(dy)

Wir erhalten ferner :

¢(t):—wt—aig.

Damit sind die Winkel des symmetrischen Kreisels festgelegt.

Zum Abschluss wollen wir noch die Lagrangefunktion im kérperfesten System
angeben, so dass L =T — U = T,,s — U, wobei:

Trot :% (19 cos(v) + ¢ sin(v) sin(q/))>2
52 ( Jsin(y)) + ¢ sin(V) cos(z/J)>2
53 (@b + @ cos( >
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Fiir den symmetrischen Kreisel (I; = I3) vereinfacht sich die Lagrangefunk-
tion, da:

Trot = % <gb2 sin?(¥9) + 192> + ! <@D + gbcos(z?))Q :

-3
2
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9 Dynamische Systeme und deterministisches
Chaos

Hier betrachten wir allgemein Systeme von Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, die dynamische Systeme beschreiben, auch beispielsweise Systeme mit
Reibung.

Solche Systeme sind im Allgemeinen nicht integrabel, das heift die Bahn-
kurven sind nicht analytisch zu bestimmen. Haufig zeigen diese Systeme eine
extreme Abhéngigkeit von den Randbedingungen.

9.1 Vektorfelder als dynamische Systeme

Die Dynamik vieler physikalischer Systeme ldsst sich als System von Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung beschreiben, die nicht notwendigerweise linear
sind:

& = F(x(t),t)

wobei @ den Vektor der dynamischen Variablen bezeichnet (x € R™) und
F :R"” x t — R" ein Vektorfeld ist.

Fir Hamiltonsche Systeme sind die dynamischen Variablen die Phasenraum-
variablen.

Beispiel fiir ein deterministisches dynamisches System:
Newtonsche Bewegungsgleichung mit Reibung:

§+ f(y, )y +g(y.t) =0.

Die Bewegungsgleichung kénnen wir in ein System von Differenti-
algleichungen 1. Ordnung iiberfiihren:

r1=y und xz9=1y

— Ty =x9 und 2o=—fro—g
T2
— F(x.t) = .
( ) (—f@—g)

Man kann den Fluss des Vektorfeldes F' auf der Mannigfaltigkeit M (z.B.
Phasenraum) betrachten:

O:MxR, — M

mit:
O(xp,t) = Pi(xo) = (t, x0) -
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Der Fluss ®;(x() beschreibt also die Gesamtheit aller Bahnkurven fiir gegebe-
ne Anfangsbedinungen. Bahnkurven bezeichnet man auch als Trajektorien.
Man bezeichnet Systeme mit F(x,t) = F(x) als autonom.

9.2 Fixpunkte eines autonomen dynamischen Systems
= F(x)

Fiir einen Fixpunkt x* gilt:
0=a" = F(x") — x* = const.

Zur Charakterisierung eines dynamischen Systems ist es sinnvoll die Stabili-
tit eines Fixpunktes zu charakterisieren.

Fiir ein eindimensionales Potential gilt fiir die Gleichgewichtslagen: stabil,
instabil und indifferent.

Man kann die Stabilitit eines Fixpunktes durch Linearisierung fiir klei-
ne Auslenkungen dx := x — x* testen. Es gilt:

Fiir ein System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten:
T = Ax

machen wir den Ansatz:
x(t) = €M — N = A¢
der auf eine Eigenwertgleichung fiihrt. Mit den Eigenvektoren &, und den

Eigenwerten )\, ergibt sich:

n

x(t) = ch £, et

k=1

Bemerkung:
Wir nehmen an, dass die Eigenwerte nicht entartet sind. Die Koeffizienten
werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt.

Beispiel: Ebenes Pendel:
ml*@ + mglsin(p) =0 .
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rL = und To = PP = ml2gb
- ml?

Fixpunkt «* mit " = 0:

— 1 und &9 = —mglsin(z)

*
L2

— @’;:mp:o — x5=0
iy = —mglsin(z]) — z]=n7 , nEZ
=~ (0F, 1
— 0@y = — | dxp=—0
. ; (3$k)w et
0ty = —mgl cos(x])dzy

bzw. in Matrixform:
51‘1 — A 51‘1 o 0 # 51’1
oty | dxy )\ —mglcos(z}) 0 019
e r;=2,=0 X
_ 0 e
A= ( —mgl 0 )

—\ 1

ml?

—mgl —\

— )\1,2 = :l:l\/g = +w

— dx(t) = €Wt 4 gt
e =7 , x93=0

0o L
— ml?
A_<mgl 0 )
= det(A—)\]I):Az—%:O

Eigenwerte:

—x+2-9

det(A—)\]l):’ ;

— /\172 =+ %

s da(t) = €WV 4 gD VT
T

instabil, Divergenz fiir t — oo

Bemerkung:
€W und €@ sind nicht notwendigerweise senkrecht!
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9.3 Stabilitat von dynamischen Systemen

Es sei «* Fixpunkt des durch * = F(x,t) beschriebenen dynamischen Sys-
tems. Dann gilt:

Definition:
x* ist ein stabiler Fixpunkt, wenn zu jeder Umgebung U von x* eine
Umgebung V' von x* existiert, so dass:

xelU — O(x,t) €U , Vt>0.

Bemerkung:
Dieses Kriterium wurde durch den russischen Mathematiker Aleksander
Lyapunov (1857-1918) eingefiihrt. Man bezeichnte die nach obiger Defi-
nition stabilen Fixpunkte auch als Lyapunov-stabil.

Definition:
x* heillt asymptotisch stabil, wenn zu x* eine Umgebung U existiert,
sodass

CD(U, tg) C (I)(U, t1> cU fir 0< t1 < 1o

und
lim ®(x,t) = =* , Ve eU.

t—o00

Bemerkung:
Offensichtlich schrumpft das Phasenraumvolumen in der Umgebung U.
Dies steht im Gegensatz zur Erhaltung des Phasenraums von Liouville
fiir Hamiltonsche Systeme, der Energieerhaltung voraussetzt. Daher nennt
man dynamische Systeme, deren Phasenraum schrumpft, dissipativ.

9.4 Charakterisierung stabiler Systeme

Die Definition stabiler Systeme eignet sich nicht direkt zur Bestimmung der
Stabilitdt von Fixpunkten, dazu ziehen wir die Jacobi-Matrix Jg(x*) heran:
Falls «* stabil ist, hat Jg(x*) keinen Eigenwert mit positivem Realteil. Eine
hinreichende Bedingung fiir asymptotische Stabilitit ist erfiillt, wenn Jp(x*)
ausschlieklich Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt.

Zur Illustration betrachten wir nun ein dynamisches System mit n = 2:

(Sfl . (51’1
(5 ) =2(5)
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— det (A — )\]l) = )\2 - A (CL11 + a22> +detA
———

= trd

=N - AtrA+detA=0

1
— )\172 = 5 (trA + \/(tI'A)2 — 4 det A)

Wir unterscheiden nun die Falle:

1. Stabiler Fokus:

det A >0 , trA <0 und
— )\172 = -l tww ()\O,CL) > O)

elliptische Spirale, gedampfte Schwingung.
. Instabiler Fixpunkt:

det A >0 , trA >0 und
— /\172 = /\0 + w

entddmpfte Schwinung
. Stabiler Knoten:

det A >0 , trA <0 und
— )\172 <0 eR

(trA)* < 4det A

(trA)* < 4det A

(trA)® > 4det A

Die Trajektorien ndhern sich fast alle dem betragsmifig kleineren Wert

an.
Physikalisches Beispiel: Exponentiller Zerfall.

. Instabiler Knoten:

det A >0 , trA >0 und
— /\172 >0 €eR

exponentielles Wachstum

. Sattelpunkt:

(trA)* > 4det A

detA<0  — \/(trA)2 —4det A > trA

— )\1>0,)\2<0,)\172€]R
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Damit ergibt sich:

Auf der Grenze zwischen den Stabilitatsbereichen muss man hohere Ord-
nungen betrachten.

Sonderfille
1. trA=0 , det A >0
— A2 = tivVdet A = +iw

Der Fixpunkt ist Zentrum (stabil, aber nicht asymptotisch stabil, z.B.
ungeddmpfter Oszillator).

2. (trA)’> =4det A

— Alz)\gz)\:%trA
— 6x1(t) = e w1 (0) + teMoxy(0)
5xy(t) = eMéwy(0)

Je nach Vorzeichen handelt es sich um einen entarteten stabilen (A < 0)
oder instabilen (A > 0) Knoten.

Bemerkung:
Es sind qualitative Anderungen im Verhalten des Flusses moglich. Die
nennt man Verzweigungen der Losungsmannigfaltigkeit oder Bifurkatio-
nen.

9.5 Hamiltonsche Vektorfelder
Kanonische Gleichungen:

. oH . OH
qk = 75— ) P = —5—
Opy,

bzw. in Kurzform:

wobei:

Linearisierung um Fixpunkt x*:

dx(t) =x —x” — dx(t) = A dx .



Aus:

, OF, ek 0°H
k=1 r R ,

=Aix

folgt:
" /0 0H 0 0H
trA = ——— ——— | =0
' ; (an Opi, Opy, aqk)

Aus der Invarianz der Spur gegeniiber Basistransformationen folgt:

2n
0=trd=> "\
=1

und somit die Abwesenheit asymptotischer Stabilitét.

Nichtasymptotische Stabilitit setzt Re()\;) = 0 Vi voraus:
— \; = tiw; (Zentren)
Fiir n = 1 konnen die Fixpunkte nur Zentren oder Sattelpunkte sein.

Beispiel zur Stabilititsanalyse: Kriftefreier unsymmetrischer Kreisel.
Es seien 0 < I} < I, < I3 die Haupttriagheitsmomente. Mit der
Ersetzung x; = w; ergibt sich fiir die Fulerschen Gleichungen:

Fixpunkte:
I;— 1
By = —= 7 2 Loy = —on Loty — " = (w,0,0)
1
I;—1
Ty = =2 7 Lrar) = anaszy — ) = (0,w,0)
2
Ih—1
T3 = — 2 7 11‘1$2 = —03T1T2 — m*(3) = (0,0,W)
3
Linearisierung am Fixpunkt:
(51;1 0 —Q1T3 —O1T2 51’1
(51:2 = o3 0 o1 (51’2
5$3 —Q3xr2 —Q3T1 0 5$3
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-2 0 0
O=det(A—XN)=| 0 -\ oaw |=-A\+ aazw?)
0 —asw -\

— Aﬁ” =0, 2% = Fiw/ a3
— stabiler Fixpunkt: Zentrum

Analog:
@ o AP =0, D =tuy/aia
— instabil
¥ — >\§3) =0, (23§ = Fiw/ a3
— stabil

— nur Drehungen um die kleine und groke Hauptachse sind stabil!

Aus der Bedinung trA = divF = 0 fiir Hamiltonsche Systeme kann man den
Liouvilleschen Satz herleiten.
Der zeitliche Verlauf des Phasenraumvolumens V' ist gegeben durch:

Ve(t) = /U dgdp = /U dg,dp, det D®:(q, py)

0 = xo

2n
OF;
i=1 0

= (divF)g,
= Wo =+ (t — to) /dwo(leF) + @(t — tg)Q

dValt) _ 1y, Yo Vo

_>
dt t—to t— 1y

= / dz (divF)g, =0
N——

=0

Damit folgt aus der Bedingung trA = divF = 0 die Erhaltung des Phasen-
raumvolumens.

Fiir dissipative Systeme gilt die Erhaltung des Phasenraumvolumens dagegen
nicht. Die damit verbundene Kontraktion des Phasenraumvolumens wollen
wir daher im Folgenden beschreiben.
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Fiir kleine Volumina, die einen asymptotisch stabilen Fixpunkt x* umschlie-
Ben, gilt:
dVa ()
dt

- / dz (divF)e = AV
Uy

mit der Losung:
Va(t) = MV (t) = MV

Damit beschreibt A := divF mit )  Re); < 0 die Rate mit der das Phasen-
raumvolumen kontrahiert (A := Phasenraumkontraktionsrate).
Allgemein gilt folgende Definition:

Definition:
Dissipative Systeme sind solche, die Phasenraumvolumina kontrahieren.

Asymptotisch stabile Fixpunkte (Knoten, Fokus) heifen Senken oder At-
traktoren.

Ein prominentes Beispiel fiir ein dissipatives System ist das so genannte Lo-
renzmodell. Das Lorenzmodell sollte ein einfaches Modell fiir die Erdatmo-
sphére bilden, das eine Langzeitvorhersage ermoglicht. Ausgangspunkt fiir
das Lorenzmodell ist das Rayleigh-Bénard-System, das Konvektionsstrémun-
gen zwischen zwei Platten unterschiedlicher Temperatur (T > 0) im Abstand
h beschreibt. Zwischen den Platten befinde sich eine inkompressible viskose
Fliissigkeit.

Man kann die Dynamik der Fliissigkeit aus der

Massenerhaltung <+  Konitnuitatsgleichung
Impulserhaltung <+ Navier-Stokes-Gleichung
Energieerhaltung < Waérmetransportgleichung

bestimmen. Wenn man nun weiter geeignete Randbedingungen ansetzt und
einen Reihenansatz benutzt ergibt sich folgendes Gleichungssystem fiir die
Losungsfunktionen:

x'l = —0X1 + 0Z2
1;2 =Trxry — Ty — T1T3

Ty = —fx3 + 2172

Die Parameter haben die folgende physikalische Bedeutung:

[ ) = L4 et —T]Cp
X

ist die sogenannte Prandtl-Zahl. Sie beschreibt wie schnell sich das
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Geschwindigkeitsfeld einer Stromung einem Temperaturgradienten an-
passt, wobei:

¢, = spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck,
v = Viskositét,

A = Wirmeleitkoeffizient,

p = po = Dichte (konstant, inkompressible Fliissigkeit),

v=—1,
PoCp
v
X=—
Po
_ 4 : __ Zellhohe b
* = 15z mit a = Zoia
. 3AT . . .
o= Rlz“ mit Ra = %, Ra,,. = T* relative Rayleighzahl, die be-
cr

schreibt ob Warmetibertragung in erster Linie iiber Warmeleitung (klei-
ne Werte von p) oder Konvektion (grofe Werte von p).

Fiir das Lorenzmodell ergibt sich nach Linearisierung

—0 o 0
A=\ (r—=z3) -1 =y
To T, —pB

— trA=1=—(c+1+0)

- V() =e AL 50
Beim Lorenzmodell handelt es sich also um ein dissipatives System.
Verhalten des Lorenzmodells:

Ruhelagen:
Fiir Ruhelagen verschwindet die Geschwindigkeit, das heifst £ = 0

— C" = (0,0,0),
Ct=K(—-18, Vir—1)p8, r—1),
C=(—V/r-18, —/(r=1p,r-1),

sind Ruhelagen.
Das charakteristische Polynom fiihrt fiir C° auf die Eigenwerte:

oc+1
2

A2 = —
Az =—p

+ %\/(a—l— 1)2 +4o(r — 1),
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Bei C* lautet das charakteristische Polynom
PN =N+ (0 + B+ DN+ B(c+7)A+206(r —1))
Wir diskutieren nun das Verhalten fiir verschiedene Werte von 7:

1. 0<r<1
— nur C? ist stabile Ruhelage.

2.r=1
— CY = C* = (O, die Ruhelagen fallen zusammen.

3. 1<r<1,46
Fiir C° gilt: \; > 0 — der Fixpunkt ist instabil (Sattelpunkt, da
)\2’3 < O)

Fiir C* sind alle Eigenwerte reell und negativ.
Heugabel Bifurkation

4. C* haben einen negativen reellen Eigenwert A\; < 0 und ein Paar kom-
plexe Eigenwerte mit negativem Realteil
— C7F sind asymptotisch stabil fiir 1,46 < r < 7/ mit r’ ~ 24,7368...

5. 7 > 1’ — C¥F verlieren ihre Stabilitit — Hopf-Bifurkation
Trajektorien zu marginal verschiedenen Anfangsbedingungen verteilen
sich beliebig um einen seltsamen Attraktor.
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