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1 Newtonsche Mechanik

1.1 Die Newtonschen Gesetze

Die Newtonschen Gesetze von 1687 lauten in ihrer ursprünglichen Formulie-
rung:

1. Jeder Körper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichförmig ge-
radlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kräfte gezwun-
gen wird, seinen Bewegungszustand zu ändern.

Bemerkung:

Ohne äuÿere Kräfte ist also der Geschwindigkeitsvektor konstant
und nicht nur sein Betrag.

2. Die Änderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,
nach welcher jene Kraft wirkt.

Bemerkung:

Die mathematische Formulierung dieses Gesetzes führt auf die klas-
sischen Bewegungsgleichungen.

3. Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich.

Diese Gesetze führen einige Begri�e ein, die wir genauer diskutieren werden.

• Körper: Hier werden zunächst mathematisch idealisierte Massepunkte
betrachtet. Ausgedehnte (starre) Körper bzw. kontinuierliche Massever-
teilungen werden gesondert diskutiert.

• Die Bewegung eines Körpers wird durch Bahnkurven r(t) im R3 be-
schrieben.

Beispiele:

• Kreisförmige Bewegung mit Radius R und Kreisfrequenz ω in der
Höhe z0:

r(t) =

 R cos(ωt)
R sin(ωt)

z0
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• Wurfparabel mit Anfangsort

r(t = 0) =

 x0

0
z0

 ,

Anfangsgeschwindigkeit

v(t = 0) = ṙ(t = 0) =

 vx
0
vz


und Erdbeschleunigung g = g ·ez:

r(t) =

 vxt+ x0

0
vzt+ z0 − gt2/2


• Für eine geradlinig gleichförmige Bewegung gilt:

r(t) = r0 + v0t

mit Anfangsort r0 und Anfangsgeschwindigkeit v0.
Für die geradlinig gleichförmige Bewegung gilt o�ensichtlich:

v(t) = ṙ(t) = v0 und a(t) ≡ v̇(t) = r̈(t) = 0 .

1.2 Inertialsysteme

In einem Inertialsystem hat das zweite Newtonsche Gesetz die Form:

F =
dp
dt
≡ ṗ (1)

mit dem Impuls p(t) und der äuÿeren Kraft F .
Für den Impuls gilt:

p = mv = mṙ , (2)

wobei m die Masse des Körpers bezeichnet. Bleibt die Masse während der
Bewegung konstant (Gegenbeispiel: Rakete), so gilt:

F = ma = mr̈ .
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In einem Inertialsystem ist die kräftefreie Bewegung eines Körpers geradlinig
gleichförmig, da ṗ = 0 gilt (m = const.).

In Koordinatensystemen, die selbst beschleunigt sind, treten dagegen soge-
nannte Scheinkräfte auf (Zentrifugal- & Corioliskraft).

Satz:
Sei K ein Inertialsystem. Dann ist auch jedes sich mit konstanter Geschwin-
digkeit w relativ zu K bewegende Koordinatensystem K' ein Inertialsystem.
Das Gesetz (1) gilt also auch in K', wie man leicht nachrechnen kann.

1.3 Einige einfache Erhaltungssätze

1. Impulserhaltung

Wenn die Summe aller äuÿeren Kräfte F , die auf einen Körper wirken, ver-
schwindet, dann gilt ṗ = 0 und somit die Erhaltung des Impulses.

2. Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls eines Teilchens ist de�niert als:

L = r × p , (3)

wobei r den Vektor vom Koordinatenursprung zum Körper bezeichnet.

L

r

p

_

_

_

Abbildung 1: De�nition des Drehimpulses.

Für unser Beispiel einer Kreisbewegung in der x-y-Ebene gilt:

r(t) =

 R cos(ωt)
R sin(ωt)

0

 , ṙ(t) =

 −Rω sin(ωt)
Rω cos(ωt)

0
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und damit:

L = mr × ṙ

= mR2ω

 0
0

cos2(ωt) + sin2(ωt)


= mωR2ez .

Für einen Körper, der sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω parallel
zur x-y-Ebene bewegt, ist der Drehimpuls parallel zur z-Achse ausgerichtet.
Für eine Bewegung im mathematisch positiven Sinne ist das Vorzeichen von
L positiv und umgekehrt.

Das Drehmoment1 wird de�niert durch:

N = r × F . (4)

Wir betrachten nun die zeitliche Änderung des Drehimpulses, die durch
(m = const.):

dL
dt

=
d
dt

(r ×mv) = ṙ ×mṙ + r ×mr̈ = N

gegeben ist. Durch das Drehmoment wird also die Änderung des Drehimpul-
ses festgelegt:

L̇ ≡ dL
dt

= N . (5)

Erhaltung des Drehimpulses:
Wenn das gesamte Drehmoment N , das auf einen Körper wirkt, verschwin-
det, ist der Drehimpuls L erhalten.

3. Energieerhaltung

Die von einem Körper geleistete Arbeit W ist durch das Wegintegral

W12 =

∫ 2

1

F ds (6)

gegeben.
Wenn wir wiederum annehmen, dass m = const. gilt, erhalten wir:∫ 2

1

F ds = m

∫ 2

1

dv
dt
· (v dt) =

m

2

∫ 2

1

d
dt

(v)2 dt

1Wir passen uns hier der Notation von Goldstein et al an; gebräuchlich ist auch M .
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und damit:
W12 =

m

2
(v2

2 − v2
1) ≡ T2 − T1 .

Die geleistete Arbeit entspricht also der Änderung der kinetischen Energie

T =
m

2
v2 . (7)

Wenn die Änderung der Energie nicht vom Pfad abhängt, spricht man von
einem konservativem Kraftfeld. Es gilt dann auch:∮

F · ds = 0 . (8)

Für konservative Kraftfelder existiert ein Potential, so dass:

F = −∇V (r) . (9)

Damit erhalten wir auch F · ds = −dV .

O�ensichtlich ändert sich das Kraftfeld nicht, wenn wir zum Potential eine
Konstante hinzuaddieren.
Mit dem Potential können wir einen weiteren Erhaltungssatz formulieren:

Energieerhaltung:
Wenn die Kräfte, die auf einen Körper wirken, konservativ sind, ist die Ge-
samtenergie T +V des Körpers erhalten, wobei mit V die potentielle Energie
bezeichnet wird. Es gilt also T1 + V1 = T2 + V2.

1.4 Das Zweiteilchensystem

Für ein System aus zwei Körpern mit Massen m1 und m2 gilt:

m1r̈1 = F 21 sowie m2r̈2 = F 12 = −F 21 .

Damit gilt dann auch:
m1r̈1 +m2r̈2 = 0 .

Wenn man nun die Schwerpunktkoordinaten

rs :=
1

m1 +m2

(m1r1 +m2r2)

einführt, gilt o�enbar:

r̈s =
1

m1 +m2

(m1r̈1 +m2r̈2) = 0 .
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Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich also geradlinig gleichförmig.

Interessanter ist die Relativbewegung der Körper. Wir führen dazu Rela-
tivkoordinaten

r = r1 − r2

ein.

r

s

m

r

r

r

m

_

_

_

_

1

2

2

1

x
y

z

Abbildung 2: Schwerpunkt- und Relativkoordinaten.

Die ursprünglichen Koordinaten ergeben sich dann aus:

r1 = rs +
m2

m1 +m2

r , r2 = rs −
m1

m1 +m2

r .

Das Kraftgesetz für die Relativbewegung lautet damit:

m1r̈1 = m1r̈s +
m1m2

m1 +m2

r̈ =
m1m2

m1 +m2

r̈ = F 12 .

Mit der reduzierten Masse

µ =
m1m2

m1 +m2

gilt dann:
µr̈ = F 12 .

Ein Beispiel für ein solches Kraftgesetz ist das Gravitationsgesetz, das auf
das Keplerproblem führt.
Explizit gilt für das Gravitationspotential V (r) = −Gm1m2

r
:

µr̈ = −Gm1m2

r2

r

r
.
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Für das Drehmoment N = dL
dt

gilt im Gravitationspotential:

dL
dt

= µr × r̈ = −Gm1m2

r3
(r × r) = 0 .

Der Drehimpuls ist also eine Erhaltungsgröÿe für ein Teilchen, das einer
Zentralkraft

F (r) = f(r) r (10)

ausgesetzt ist. Die Gravitationskraft lässt sich aus dem Potential V (r) = −A
r

herleiten, wobei A = Gm1m2 ist. Damit ist auch die Gesamtenergie in dem
System erhalten.

1.5 N -Teilchensysteme

Wir betrachten N Massenpunkte {m1,m2, ...,mN}. Zwischen den Körpern
wirken die inneren Kräfte F ik. Ferner wirken die äuÿeren Kräfte Ki auf die
Massepunkte.
Wir nehmen an, dass die F ik Zentralkräfte sind. Damit gilt:

F ik = Fik (rik)
rk − ri
rik

mit rik = |ri − rk| .

Fik(rik) sei eine skalare Funktion, die nur vom Abstand zwischen den Mas-
sepunkten i und k abhängt. Die Kräfte F ik seien Potentialkräfte, d.h.

F ik = −∇kUik(rik) .

Die Bewegungsgleichungen haben dann die Form:

mir̈i =
N∑
k 6=i

F ik +Ki ,

wobei F ki = −F ik gilt und Ki die äuÿeren Kräfte bezeichnen.
Für N -Teilchensysteme lassen sich verschiedene Erhaltungssätze herleiten:

Schwerpunktsatz:
Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein Massepunkt der Masse M =

∑N
i=1mi

unter der Wirkung der äuÿeren Kraft K =
∑N

i=1Ki, also:

M r̈s =
N∑
i=1

Ki mit dem Schwerpunkt rs ≡
1

M

N∑
i=1

miri .
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Drehimpulssatz:
Für die zeitliche Änderung des Gesamtdrehimpulses gilt:

d
dt

(
N∑
i=1

li

)
=

N∑
j=1

rj ×Kj .

Sie ist also die Summe der Drehmomente der äuÿeren Kräfte.

Energiesatz:
Die zeitliche Änderung der gesamten Energie ist gleich der Leistung der äu-
ÿeren Kräfte:

d
dt

(T + U) =
N∑
i=1

(ṙiKi)

mit

T =
N∑
i=1

mi

2
v2
i ≡

∑
i

Ti und U =
∑
i<k

Uik(rik) .

Beweis : Es gilt:

mir̈i = −∇i

(∑
k 6=i

Uik(rik)

)
+Ki (i = 1, 2, ..., N)

⇒ d
dt
Ti =

d
dt

(mi

2
ṙi

2
)

=
mi

2

d
dt

(
ẋ2
i + ẏ2

i + ż2
i

)
=
mi

2

[(
∂

∂ẋi
ẋ2
i

)
ẍi +

(
∂

∂ẏi
ẏ2
i

)
ÿi +

(
∂

∂żi
ż2
i

)
z̈i

]
= mi (ẋiẍi + ẏiÿi + żiz̈i)

= miṙi ·r̈i

= −ṙi ·∇i

(∑
k 6=i

Uik(rik)

)
+ ṙi ·Ki
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Wenn man nun über alle Teilchen summiert, ergibt sich:

d

dt

(
N∑
i=1

Ti

)
= −

N∑
i=1

∑
k 6=i

ṙi∇iUik(rik)︸ ︷︷ ︸
= d

dt

∑N
i=1

∑N
k=i+1 Uik(rik) (Kettenregel)

+
N∑
i=1

ṙiKi

= − d
dt
U +

N∑
i=1

ṙiKi

und damit die Behauptung.

Einen wichtigen Spezialfall stellen die abgeschlossenen N -Teilchensysteme
dar, für die die äuÿeren Kräfte verschwinden.
Für abgeschlossene N -Teilchensysteme kann man insgesamt 10 Erhaltungs-
gröÿen oder Integrationskonstanten angeben:

• den Gesamtimpuls P =
∑N

i=1 pi = const. ,

• die Gesamtenergie E = T + U = P 2

2M
+ Trel + U ,

• der Schwerpunktsatz rs(t)− 1
M
P t = rs(0) ,

• der Gesamtdrehimpuls L =
∑N

i=1 li = r × P + lrel .

1.6 Galileitransformation

Die allgemeine Transformation, die Inertialsysteme wieder auf Inertialsyste-
me abbildet hat die folgende Form:

r → r′ = R r +w + a mit R ∈ O(3), det(R) = ±1

t→ t′ = λt+ s mit λ = ±1

R beschreibt eine eigentliche (uneigentliche) Drehung, falls det(R) = +1
(det(R) = −1). w ist ein konstanter Geschwindigkeitsvektor und a eine kon-
stante Verschiebung.

Die allgemeine Transformation hängt von 10 Parametern (drei Drehwinkel,
jeweils drei Komponenten von a, w und s ) ab. Dies entspricht der Zahl der
Erhaltungsgröÿen im abgeschlossenen n-Teilchensystem!

Wir werden später den Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhal-
tungsgröÿen genauer betrachten.
Hier halten wir fest, dass aus der Invarianz unter
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• Zeittranslation die Erhaltung der Gesamtenergie,

• räumlicher Translation die Impulserhaltung,

• und der Invarianz gegenüber Drehungen die Drehimpulserhaltung folgt.

Schlieÿlich gilt, dass die Gröÿe

rs(0) = rs(t)−
P

M
t

unter der Transformation r → r′ = r +w invariant bleibt.

1.7 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Die Einführung geeigneter Koordinaten ist ein wichtiger Schritt bei der Lö-
sung der Bewegungsgleichungen. Koordinatentransformationen können bei-
spielsweise dazu dienen Freiheitsgrade des Systems zu entkoppeln und damit
die Lösung stark zu vereinfachen.

Beispiel: Für Zentralkräfte, für die V (r) = V (r) gilt, ist die Einführung von
Kugelkoordinaten sinnvoll.

Solche Koordinaten werden generalisierte Koordinaten qi genannt. Es gilt
der Zusammenhang

ri(t) = ri(q1, q2, ..., q3N , t) , i = 1, ..., N

für ein N -Teilchensystem im dreidimensionalen Raum.

Bemerkung:
Für N ausgedehnte Körper beträgt die Zahl der Freiheitsgrade 6N in 3D,
da die Orientierung festgelegt werden muss.

Bei den meisten physikalischen Problemen treten Zwangs- oder Nebenbe-
dingungen auf, wie beispielsweise bei einem Zylinder, der auf einer Fläche
rollt. Man unterscheidet:
Holonome Nebenbedingungen, die in der Form:

fi(q1, ..., q3N , t) = 0 , i = 1, ..., k (11)

geschrieben werden können. Durch k holonome Nebenbedingungen reduziert
sich die Zahl der Freiheitsgrade auf 3N − k.
Nicht-holonome Nebenbedingungen lassen sich nicht durch Gleichungen
zwischen generalisierten Koordinaten in der Form (11) beschreiben.
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Beispiele:

• Ebenes Pendel:
In Kugelkoordinaten gilt o�ensichtlich: r − L = 0, ϕ− ϕ0 = 0
(holonome Zwangsbedingung)

θ
L

Abbildung 3: Ebenes Pendel.

• Rollende Kreisscheibe:
Wir betrachten eine Kreisscheibe die sich in der x-y-Ebene bewegt. Die
Bewegung der Kreisscheibe wird durch die x-y-Koordinate des Mittel-
punktes, den Rotationswinkel φ um die Achse der Scheibe und den
Winkel θ zwischen Rotations- und x-Achse beschrieben.

θ

ϕ

yx

Abbildung 4: Rollende Kreisscheibe.
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O�enbar gilt:
|v| = v = aφ̇ ,

da der Betrag der Geschwindigkeit proportional zur Winkelgeschwin-
digkeit φ̇ ist.
Für die Komponenten von v gilt:

ẋ = v sin(θ) und ẏ = −v cos(θ)

und mit der obigen Bedingung für v gilt:

dx− a sin(θ)dφ = 0 und dy + a cos(θ)dφ = 0 .

Die Zwangsbedingungen lassen sich nur in di�erentieller Form schrei-
ben und sind daher nicht holonom. Die Gleichungen lassen sich nicht
unabhängig integrieren, da der Zusammenhang zwischen θ und φ nicht
festgelegt ist.

Weitere Beispiele für nicht-holonome Zwangsbedingungen sind Ungleichun-
gen.
Man unterscheidet ferner zeitabhängige Zwangsbedingungen, die man
rheonom nennt, und zeitunabhängige (skleronom).

1.8 Variationsrechnung und Funktionale

In diesem Abschnitt werden einige Prinzipien der Variationsrechung erläu-
tert, die wir im anschlieÿenden Kapitel benötigen.

1.8.1 De�nition: Funktional

Ein Funktional ist eine Abbildung aus dem Funktionenraum X in die reellen
bzw. komplexen Zahlen, also:

φ : f ∈ X → φ[f ] ∈ C . (12)

Beispiel: Integrale über Funktionen, Normen, Skalarprodukte wie:

φ[f ] =

∫
R
dx u(x)f(x)

mit der festen Funktion u(x).

Für lineare Funktionale gilt:

φ[αf + βg] = αφ[f ] + βφ[g] . (13)
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Beispiele: φ[f ] =
∫ b
a
dxf(x) ist ein lineares Funktional, da:

φ[αf + βg] =

∫ b

a

dx (αf + βg)

= α

∫ b

a

dx f(x) + β

∫ b

a

dx g(x)

= αφ[f ] + βφ[g] .

Explizit ergibt sich für f(x) = 1 = const.:

φ[1] = b− a

und für

φ[αxn−1] = α
bn − an

n
.

Umgekehrt ist φ[f ] =
∫ b
a
dx f 2(x) nicht linear, da beispielsweise

gilt:
φ[αf ] = α2φ[f ] .

1.8.2 Funktionalableitung und -integration

Bevor wir die Funktionalableitung einführen, erinnern wir kurz an die De�-
nition der Ableitung von Funktionen einer Variablen.
Für gewöhnliche Funktionen kann man die Ableitung über die lineare Nähe-
rung einführen:
Zu jeder Funktion f(x) existiert eine weitere Funktion df(x)

dx
für die gilt:∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)− df(x)

dx
h

∣∣∣∣ = O(h) ,

wobei lim
h→0

O(h)
h

= 0 und O die Ordnung angibt.

Dieses Konzept wollen wir nun auf Funktionale verallgemeinern. Wir betrach-
ten dazu die Änderung des Arguments von φ[f ] um einen additiven Beitrag
h(x), also φ[f + h]. Dann ist die lineare Näherung δφ

δf(x)
gegeben durch:∣∣∣∣φ[f + h]− φ[f ]−

∫
dx

δφ

δf
(x) h(x)

∣∣∣∣ = O(‖h‖) .

Bemerkungen:

• Wir setzen voraus, dass f und h zweimal stetig di�erenzierbare Funktio-
nen auf einem Banach-Raum X (vollständiger normierter Raum) sind.
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• δφ
δf
∈ X nennt man Funktional- oder Fréchet-Ableitung.

• O(‖h‖) beschreibt einen Ausdruck, der schneller als linear in der Norm
von ‖h‖ verschwindet.

Beispiel: Wir betrachten das Funktional:

φ[f ] =

∫
R
dx u(x) f(x) .

Dann gilt:

φ[f + h] =

∫
R
dx u(x) (f(x) + h(x)) = φ[f ] + φ[h]

und somit:

φ[h] =

∫
R
dx u(x) h(x) =

∫
R
dx

δφ

δf
(x) h(x)

⇒ δφ

δf
= u(x) .

Analog ergibt sich:

δφ[f ]

δf(x)
= 1 für das lineare Funktional

und

δφ[f ]

δf(x)
= 2f(x) für a < x < b und φ[f ] =

∫ b

a

dx f 2(x).

Man kann für die Funktionalableitung auch weitere Rechenregeln ableiten,
wie zum Beispiel die Produktregel oder die Regel:

δ(φ[f ])n

δf
= n(φ[f ])n−1 δφ

δf
.

1.9 Variationsrechnung

Die Variationsrechnung beschäftigt sich mit der Bestimmung von Extrem-
werten von Funktionalen, wie beispielsweise der Bestimmung des kürzesten
Weges auf einer gekrümmten Fläche. Dabei sind die Anfangs- und Endpunk-
te festgehalten und die Funktion y(t) wird variiert.
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A
E

Abbildung 5: Bestimmung des kürzesten Weges auf einer gekrümmten Fläche.

Im Hinblick auf die Anwendung in der Mechanik betrachten wir ein Funk-
tional der Form:

S[y] =

∫ b

a

dt f(y(t), ẏ(t), t) .

Wir betrachten nun:

S[y + h] =

∫ b

a

dt f(y(t) + h(t), ẏ(t) + ḣ(t), t)

=

∫ b

a

dt

(
f(y, ẏ, t) + h

∂f

∂y
+ ḣ

∂f

∂ẏ
+O

(
h2
))

.

Damit wir einen Ausdruck linear in h(t) erhalten, müssen wir partiell integrie-
ren. Wir nutzen dazu aus, dass h(a) = h(b) = 0 gilt und somit h(t)∂f(y,ẏ,t)

∂ẏ

am Rand verschwindet. Es gilt also:

S[y + h] =

∫ b

a

dt

(
f(y, ẏ, t) + h

∂f

∂y
− h d

dt

∂f

∂ẏ
+O

(
h2
))

.

Die Funktionalableitung lautet daher:

δS[y]

δy
=
∂f

∂y
− d

dt
∂f

∂ẏ
.

Das Funktional nimmt einen Extremwert an, wenn δS
δy

= 0, also:

∂f

∂y
− d

dt
∂f

∂ẏ
= 0 (Euler-Lagrange-Gleichung) (14)

gilt.

15



Beispiel: Kürzeste Verbindung zwischen (0; 1) und (4;−3)

⇒ S[y] =

∫ 4

0

dx
√

1 + y′2

Euler-Lagrange:

∂

∂y

√
1 + y′2 − d

dx

(
∂

∂y′

√
1 + y′2

)
= 0

⇔ d
dx

y′√
1 + y′2

= 0

⇒ y′√
1 + y′2

= c

⇔ y′2 =
c2

1− c2
≡ b2

⇔ y′ = b ⇒ y = a+ bx

Durch y(0) = a = 1 und y(4) = 1 + 4b = −3
werden die Konstanten a = 1 und b = −1 festgelegt.
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2 Prinzipien der kanonischen Mechanik:

Die Langrangeschen Gleichungen

Die kanonische Formulierung der klassischen Mechanik bietet die Möglichkeit
in eleganter Weise die Zwangsbedingungen eines mechanischen Systems zu
berücksichtigen und die Bewegungsgleichungen in unabhängigen Koordinaten
zu formulieren. Der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungs-
gröÿen ergibt sich in einfacher Weise.

2.1 Das d'Alembertsche Prinzip

Eine sogenannte virtuelle Verrückung ist eine in�nitesimale Änderung δri
aller Koordinaten ri, die mit den Zwangskräften vereinbar sind. Der Begri�
�virtuell� könnte auch durch �instantan� ersetzt werden, da vorausgesetzt
wird, dass sich die Zwangskräfte nicht verändern (was für endliche Zeitinter-
valle nicht vorausgesetzt werden kann).

Wir nehmen an, dass sich das System im Gleichgewicht be�ndet, das heiÿt,
dass die Summe aller Kräfte auf alle beliebigen Teilchen verschwindet:

F i = 0 ⇒ F · δri = 0

und somit trivialerweise:
N∑
i=1

F i · δri = 0 .

Wenn man nun die Kräfte in tatsächlich wirkende Kräfte F (a)
i und Zwangs-

kräfte f i aufteilt ergibt sich:

N∑
i=1

F i · δri =
N∑
i=1

F
(a)
i · δri +

N∑
i=1

f i · δri = 0 .

Wir befassen uns nun mit solchen Systemen, in denen die Zwangskräfte keine
virtuelle Arbeit verrichten, also

∑N
i=1 f i · δri = 0. Damit gilt dann für ein

mechanisches System im Gleichgewicht:

N∑
i=1

F
(a)
i · δri = 0 . (15)
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Bemerkungen:

• Im Gegensatz zu den Kräften F i gilt nicht, dass die einzelnen Summan-
den verschwinden, da die δri mit den Zwangsbedingungen kompatibel
sein müssen. Sie sind also nicht zwangsläu�g unabhängig.

• Die Arbeit
∑N

i=1 F i · δri, die durch virtuelle Verrückungen geleistet
wird, nennt man auch virtuelle Arbeit.

Bislang betri�t Gleichung (15) nur die Statik des Systems. Wir wollen nun
aber Bewegungsgleichungen herleiten, die wie (15) keine Zwangskräfte ent-
halten.
Dazu formen wir die Gleichung F i = ṗi in geeigneter Weise um.
Wir betrachten den Ausdruck F i− ṗi = 0. Damit haben wir durch die Einfü-
rung der �Reaktionskraft� −ṗi wieder eine Gleichgewichtsbedingung formu-
liert. Es gilt o�ensichtlich:

N∑
i=1

(F i − ṗi) · δri = 0 .

Zerlegen wir wiederum F i in F i = F
(a)
i + f i , ergibt sich:

N∑
i=1

(F
(a)
i + f i − ṗi) · δri =

N∑
i=1

(F
(a)
i − ṗi) · δri +

N∑
i=1

f i · δri = 0 .

Da wir wiederum voraussetzen, dass die virtuellen Kräfte keine Arbeit ver-
richten, ergibt sich:

N∑
i=1

(F
(a)
i − ṗi) · δri = 0 . (16)

Diesen Ausdruck nennt man das d'Alembertsche Prinzip.

Da wir nun die Zwangskräfte eleminiert haben, müssen wir nicht mehr zwi-
schen F i und F

(a)
i unterscheiden und bezeichnen die wirkenden Kräfte von

nun an als F i.
Wir betrachten im Weiteren die Gleichung (16) als Ausgangspunkt und füh-
ren generalisierte Koordinaten qi mit i = 1, 2, . . . , n ein.
Aus ri = ri(q1, q2, ..., qn, t) ergibt sich dann:

vi ≡ ṙi =
n∑
k=1

∂ri
∂qk

q̇k +
∂ri
∂t

.
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Ähnlich gilt für die virtuellen Verrückungen:

δri =
n∑
j=1

∂ri
∂qj

δqj .

Und somit:
N∑
i=1

F iδri =
N∑
i=1

n∑
j=1

F i
∂ri
∂qj

δqj ≡
n∑
j=1

Qjδqj ,

wobei wir mit:
N∑
i=1

F i
∂ri
∂qj

= Qj

die generalisierten Kräfte bezeichnen.

Bemerkung:
Die generalisierten Koordinaten qj haben nicht zwangsläu�g die Dimen-
sion einer Länge. Damit haben die Qj auch nicht zwangsläu�g die Di-
mension einer Kraft. Qjδqi muss aber immer die Dimension einer Arbeit
besitzen. (Beispiel: Qj Drehmoment; δqj di�erentieller Winkel.)

Nun wenden wir uns dem zweiten Ausdruck in (16) zu:

N∑
i=1

ṗi · δri =
N∑
i=1

mir̈i · δri =
N∑
i=1

n∑
j=1

mir̈i
∂ri
∂qj

δqj .

Es gilt:

N∑
i=1

mir̈i
∂ri
∂qj

=
N∑
i=1

d
dt

(
miṙi ·

∂ri
∂qj

)
−miṙi

d
dt

(
∂ri
∂qj

)
︸ ︷︷ ︸

miṙi
∂
∂qj
ṙi

(17)

und:
d
dt

(
∂ri
∂qj

)
=
∂ṙi
∂qj

=
n∑
k=1

∂2ri
∂qj∂qk

q̇k +
∂2ri
∂qj∂t

=
∂vi
qj

.

Weiterhin ergibt sich:

∂vi
∂q̇j

=
∂

∂q̇j

(
n∑
k=1

∂ri
∂qk

q̇k +
∂ri
∂t

)
=
∂ri
∂qj

.
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Durch Einsetzen in (17) erhalten wir:

N∑
i=1

mir̈i
∂ri
∂qj

=
N∑
i=1

[
d
dt

(
mivi ·

∂vi
∂q̇j

)
−mivi

∂vi
∂qj

]
,

so dass sich insgesamt für
∑N

i=1(ṗi − F
(a)
i ) · δri ergibt:

n∑
j=1


d
dt

[
∂

∂q̇j

(
N∑
i=1

1

2
miv

2
i

)]
︸ ︷︷ ︸∑N

i=1
d

dt

(
mivi·

∂vi
∂q̇j

)
− ∂

∂qj

(
N∑
i=1

1

2
miv

2
i

)
︸ ︷︷ ︸

mivi
∂vi
∂qj

− Qj︸︷︷︸∑
i F i

∂ri
∂qj


δqj .

Mit der kinetischen Energie T = 1
2

∑N
i=1miv

2
i ergibt sich dann für das d'Alem-

bertsche Prinzip in generalisierten Koordinaten:
n∑
j=1

{
d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
−Qj

}
δqj = 0 . (18)

Bemerkung:
In kartesischen Koordinaten hängt T nur von den Geschwindigkeiten ab,
so dass ∂T

∂xi
= 0. Dies ist für generalisierte Koordinaten jedoch nicht immer

der Fall.

Bislang hatten wir vorausgesetzt, dass die Zwangskräfte keine virtuelle Ar-
beit leisten. Für holonome Zwangsbedingungen ist es dagegen immer möglich
einen Satz unabhängiger Koordinaten zu �nden, die die Zwangsbedingungen
implizit berücksichtigen. Dann sind auch die virtuellen Verrückungen unab-
hängig, so dass für alle Summanden gilt:

d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= Qj .

Wir betrachten nun Potentialkräfte F i = −∇iV (r1, ..., rN , t). Dann gilt:

Qj =
N∑
i=1

F i
∂ri
∂qj

= −
N∑
i=1

∇iV ·
∂ri
∂qj
≡ −∂V

∂qj
.

Damit ergibt sich dann für Potentialkräfte:

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂(T − V )

∂qj
= 0 .
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Bemerkungen:

• Da wir auch explizit zeitabhängige Potentiale zugelassen haben, haben
wir bislang noch keine Energieerhaltung vorausgesetzt.

• V hängt nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten ab. Daher gilt
auch:

d

dt

(
∂(T − V )

∂q̇j

)
− ∂(T − V )

∂qj
= 0 .

Wenn wir nun T und V zur sogenannten Lagrange-Funktion

L = T − V (19)

zusammenfassen, ergibt sich:

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0 . (20)

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen zweiter Art.

Bemerkung:
Die Lagrangegleichung gelte für unabhängige generalisierte Koordinaten.

Beispiel: Wir betrachten eine Punktmasse auf einer Kugelschale im Gravi-
tationsfeld. Wir legen den Koordinatenursprung nun so, dass die
Masse m auf der Kugelschale immer den Abstand |r| = R hat.

x

y

z

Rθ

φ

Abbildung 6: Sphärisches Pendel.
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Die Zwangsbedingung ist also holonom, so dass das Problem in un-
abhängigen generailisierten Koordinaten beschrieben werden kann.
Dann gilt mit:

r =

 R cos(ϕ) sin(θ)
R sin(ϕ) sin(θ)

R cos(θ)

 und F = −mgez = Fzez

in generalisierten Koordinaten q1 = θ, q2 = ϕ:

Q1 = F
∂r

∂q1

= −FzR sin(θ) = mgR sin(θ) und Q2 = 0 .

Die Qi sind Potentialkräfte mit U(q1, q2) = mgR(1 + cos(q1)).
Weiterhin gilt:

ṙ = R

 cos(ϕ) cos(θ)θ̇ − sin(ϕ)ϕ̇ sin θ

sin(ϕ) cos(θ)θ̇ + cos(ϕ)ϕ̇ sin(θ)

− sin(θ)θ̇

 ,

ṙ2 = R2

[(
cos(ϕ) cos(θ)θ̇ − sin(ϕ)ϕ̇ sin θ

)2

+(
sin(ϕ) cos(θ)θ̇ + cos(ϕ)ϕ̇ sin(θ)

)2

+ sin2(θ)θ̇2

]
= R2

[
cos2(ϕ) cos2(θ)θ̇2 − 2 sin(ϕ) cos(ϕ)ϕ̇ sin(θ) cos(θ)θ̇

+ sin2(ϕ)ϕ̇2 sin2(θ) + sin2(ϕ) cos2(θ)θ̇2

+2 sin(ϕ) cos(ϕ)ϕ̇ sin(θ) cos(θ)θ̇ + cos2(ϕ)ϕ̇2 sin2(θ)

+ sin2(θ)θ̇2
]

= R2
[
cos2(θ)θ̇2 + sin2(θ)θ̇2 + ϕ̇2 sin2(θ)

]
= R2

[
θ̇2 + ϕ̇2 sin2(θ)

]
= R2

[
q̇1

2 + q̇2
2 sin2(q1)

]
und somit:

T =
mR2

2

[
q̇2

1 + q̇2
2 sin2(q1)

]
(folgt aus T = 1

2
mṙ2 und einsetzen der generalisierten Koordina-

ten).
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Damit erhalten wir:

L =
1

2
mR2

[
q̇2

1 + q̇2
2 sin2(q1)

]
−mgR [1 + cos(q1)] .

Euler-Lagrange:

∂L
∂q1

= mR2q̇2
2 sin(q1) cos(q1) +mgR sin(q1) ∂L

∂q2
= 0

∂L
∂q̇1

= mR2q̇1
∂L
∂q̇2

= mR2q̇2 sin2(q1)

Die Bewegungsgleichungen haben daher die Form:

q̈1 −
[
q̇2

2 cos(q1) +
g

R

]
sin(q1) = 0 ,

q̈2 sin2(q1) + 2q̇1q̇2 sin(q1) cos(q1) = 0 .

2.2 Das Hamiltonsche Extremalprinzip

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen und
damit die Bewegungsgleichungen aus dem Prinzip folgen, dass die Zwangs-
kräfte keine virtuelle Arbeit leisten und den Begri� der virtuellen Verrückung
δri eingeführt.
Das Hamiltonsche Prinzip bietet einen alternativen Zugang.
Einem mechanischen System mit n Freiheitsgraden, die durch die unabhängi-
gen generalisierten Koordinaten q1, q2, . . . , qn beschrieben werden, sei eine C2-
Funktion2 der Variablen qi und q̇i, mit i = 1, 2, . . . , n, L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)
zugeordnet, die sogenannte Lagrange-Funktion.
Weiterhin betrachten wir eine Bahnkurve ϕ(t) = {ϕ1(t), ..., ϕn(t)} im Inter-
vall t1 ≤ t ≤ t2. Es gilt ϕ(t1) = a und ϕ(t2) = b.
Für eine solche physikalische Bahnkurve ϕ(t) ist das Funktional

I :=

∫ t2

t1

dt L(q(t), q̇(t), t)

extremal.

Bemerkung:
Das Funktional hat die Dimension einer Wirkung, also Energie·Zeit.
2Eine C2-Funktion ist eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion.
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2.2.1 Lagrange-Gleichungen und Extremalprinzip

Satz:
Das Funktional I ist dann für ϕ(t) extremal, wenn ϕ(t) die Euler-Lagrange-
Gleichungen:

δL

δqk
=
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
, k = 1, 2, . . . , n

erfüllt.
Beweis : Wir nehmen an, dass q(t, α) = ϕ(t) + αψ(t) ist, wobei:

−1 ≤ α ≤ 1 und ψ(t1) = ψ(t2) = 0, ψ(t) stetig.
Falls I für ϕ(t) extremal ist gilt:[

d
dα
I(α)

]
α=0

= 0

mit

I(α) =

∫ t2

t1

dt L(q(t, α), q̇(t, α), t) .

Es gilt weiterhin:

d
dα

I(α) =

∫ t2

t1

n∑
k=1

(
∂L

∂qk

dqk
dα

+
∂L

∂q̇k

dq̇k
dα

)
.

Wenn wir nun den zweiten Term partiell integrieren, erhalten wir:∫ t2

t1

dt
∂L

∂q̇k

dq̇k
dα

=

[
∂L

∂q̇k

dqk
dα

]t2
t1︸ ︷︷ ︸

=0, da
[
dqk
dα

]t2
t1

=ψ(t2)−ψ(t1)=0−0

−
∫ t2

t1

dt
d
dt

(
∂L

∂q̇k

)
dqk
dα

,

so dass sich insgesamt ergibt:[
d
dα
I(α)

]
α=0

=

∫ t2

t1

dt
n∑
k=1

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]
ψk(t) = 0 .

Da die Funktionen ψk(t) beliebig und unabhängig sind, muss

∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
= 0

gelten, so dass die Euler-Lagrange-Gleichungen folgen.
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2.2.2 Das Hamiltonsche Prinzip für Systeme mit Zwangsbedin-
gungen

Wir betrachten nun ein System mit m Zwangsbedingungen fα und den zu-
gehörigen Lagrange-Multiplikatoren λα (siehe Anhang). Dann ergibt sich:

I =

∫ t2

t1

dt

(
L+

m∑
α=1

λαfα

)
.

Wir variieren qα und λα unabhängig voneinander, so dass wir n + m Glei-
chungen erhalten. Es gilt:

δI =

∫ t2

t1

dt

(
n∑
k=1

d
dt
∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
+

m∑
α=1

λα
∂fα
∂qk

)
δqk = 0 .

Durch die Zwangsbedingungen sind die δk nicht unabhängig. Wir betrachten
nun m Gleichungen der Form:

d
dt
∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
+

m∑
α=1

λα
∂fα
∂qk

= 0 .

In den übrigen n−m Gleichungen kommen die Zwangskräfte nicht vor. Wir
können die obige Gleichung als Einführung verallgemeinerter Kräfte verste-
hen, die die Zwangsbedingungen realisieren.

Beispiel: Wir betrachten wiederum ein Teilchen mit der Masse m auf einer
Halbkugel im Schwerefeld g.
Es gilt:

L = T − U =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz ,

y(t) = 0 und
√
x2 + z2 = a .

Mit r2 = x2 + z2 und x
z

= cos(θ) ergibt sich:

maθ̇2 −mg cos(θ) + λ = 0 und Ma2θ̈ +mga sin(θ) = 0

⇒ θ̇2 = −2g
a

cos(θ) + 2g
a

und λ = mg(3 cos(θ)− 2) .

λ ist die Stärke der Zwangskraft. Für λ = 0 verlässt das Teilchen
die Sphäre bei θ = cos−1(2

3
).
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2.3 Symmetrien und Erhaltungsgröÿen

Die Symmetrien und Erhaltungsgröÿen eines Problems vereinfachen einer-
seits die Lösung der Bewegungsgleichung, liefern aber gleichzeitig wichtige
Informationen über das System.
In vielen Systemen gelten Gleichungen der Form:

f(q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n, t) = const.

Dies sind Di�erentialgleichungen erster Ordnung für die Koordinaten und
Geschwindigkeiten. Die Gleichungen geben wichtige physikalische Informa-
tionen über die mechanischen Systeme.

Beispiel: System aus N Massenpunkten in einem Potential, das nur von den
Koordinaten ri = (xi, yi, zi) abhängt:

→ ∂L

∂ẋi
=
∂T

∂ẋi
− ∂V

∂ẋi︸︷︷︸
=0

=
∂

∂ẋi

3N∑
i=1

1

2
mi(ẋ

2
i + ẏ2

i + ż2
i ) = miẋi = pix

Diese Beziehung zwischen Lagrange-Funktion und Impuls kann für generali-
sierte Koordinaten verallgemeinert werden.
Dazu führen wir den kanonischen Impuls

pj =
∂L

∂q̇j
(21)

ein.

Bemerkung:
pj ist für generalisierte Koordinaten nicht automatisch identisch mit dem
Impuls des Teilchens. Dies gilt insbesondere für geschwindigkeitsabhängi-
ge Potentiale.

Das Konzept der kanonischen Impulse erlaubt die einfache Identi�kation von
Erhaltungsgröÿen:
Wenn die Lagrangefunktion nicht von qj (aber von q̇j) abhängt, dann nennt
man die Koordinate qj zyklisch. In diesem Fall gilt:

d
dt
∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0 → d

dt
∂L

∂q̇j
= 0 =

d
dt
pj .

Damit ist der zu einer zyklischen Koordinate konjugierte Impuls erhalten,
also:

pj = const.
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Beispiel: Wir betrachten ein Teilchen im Zenralpotential V (x), sodass der
Drehimpuls erhalten ist. Daher verläuft die Bewegung in der Ebe-
ne. In Polarkoordinaten gilt:

x = r cos(ϕ)

→ ẋ2 = (ṙ cos(ϕ)− r sin(ϕ)ϕ̇)2

= ṙ2 cos2(ϕ)− 2rṙ sin(ϕ) cos(ϕ)ϕ̇+ r2 sin2(ϕ)ϕ̇2

y = r sin(ϕ)

→ ẏ2 = (ṙ sin(ϕ) + r cos(ϕ)ϕ̇)2

= ṙ2 sin2(ϕ) + 2rṙ sin(ϕ) cos(ϕ)ϕ̇+ r2 cos2(ϕ)ϕ̇2

→ L = T − V =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− V (r)

ϕ ist eine zyklische Koordinate → pϕ = ∂L
∂ϕ̇

= mr2ϕ̇ ist eine
Erhaltungsgröÿe.

Wenn ein mechanisches System unter der Verschiebung einer Koordinate qj
invariant ist, kann diese Koordinate nicht in der Lagrangefunktion auftreten
und ist daher zyklisch. Damit ist pj eine Erhaltungsgröÿe. In dieser Weise
liefern Symmetrien zyklische Koordinaten und somit die Erhaltung der ent-
sprechenden Impulse.

2.3.1 Das Noether-Theorem

Wir hatten gesehen, dass Koordinaten, deren Verschiebung

qi → q′i = qi + a

die Lagrangefunktion invariant lassen, zyklisch sind und die entsprechenden
kanonischen Impulse Erhaltungsgröÿen sind.
Nun: allgemeiner Zusammenhang zwischen Erhaltungsgröÿen und Transfor-
mationen. Wir betrachten die Koordinatentransformation:

qi → q′i = q′i(q1, ..., qn, t, α) .

die invertierbar
qi = qi(q

′
1, ..., q

′
n, t, α) = qi(q

′, t, α)

und in α stetig di�erenzierbar sein muss.
Es gilt ferner:

q′i(q1, ..., qn, t, α = 0) = qi , i = 1, . . . , n.
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Beispiele:

• Translation: r → r′ = r + αa

• Rotation um die z-Achse mit Drehwinkel α:

r → r′ =

 cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 r =

 x cos(α)− y sin(α)
x sin(α) + y cos(α)

z


Die Lagrangefunktion in den neuen Koordinaten q′i lautet:

L(q, q̇, t) = L

(
q(q′, t, α),

d
dt
q(q′, t, α), t

)
:= L′(q′, q̇′, t, α) .

Wir betrachten nun die Abhängigkeit von L′ vom Parameter α:

∂L′

∂α
=

n∑
k=1

[
∂L

∂qk

∂qk(q
′, t, α)

∂α
+
∂L

∂q̇k

∂q̇k(q
′, t, α)

∂α

]
=

n∑
k=1

[(
d

dt

∂L

∂q̇k

)
∂qk(q

′, t, α)

∂α
+
∂L

∂q̇k

(
d

dt

∂qk(q
′, t, α)

α

)]

=
d

dt

[
n∑
k=1

∂L

∂q̇k

∂qk(q
′, t, α)

α

]
Dies gilt für beliebige Werte von α und insbesondere auch für α = 0 :

→
[
∂L′

∂α

]
α=0

=
d
dt

[
n∑
k=1

∂L

∂q̇k

[
∂qk(q

′, t, α)

α

]
α=0

]
.

Wir betrachten nun solche Transformationen, die die Lagrangefunktion in-
variant lassen, für die also gilt:

L(q, q̇, t) = L′(q′, q̇′, t, α)
Invarianz

= L(q′, q̇′, t) .

Die Invarianz impliziert, dass die neue Lagrangefunktion nicht von α abhängt,
also: [

∂L′

∂α

]
α=0

= 0 . (22)

Diese Eigenschaft führt auf das Noether-Theorem.
Die Funktion I(q, q̇, t) mit:

I(q, q̇, t) =
n∑
k=1

∂L

∂q̇k

[
∂qk(q

′, t, α)

∂α

]
α=0
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ist eine Erhaltungsgröÿe, wenn die Lagrangefunktion unter der kontinuierli-
chen, stetig di�erenzierbaren Koordinatentransformation invariant ist.
Das bedeutet insbesondere, dass zu jeder Transformation, die die Lagrange-
funktion nicht ändert, eine Erhaltungsgröÿe gehört.

Bemerkung:
Die Erhaltung der kanonischen Impulse zu zyklischen Koordinaten ist ein
Spezialfall des Noether-Theorems.

Beispiel: L(r, ṙ) = m
2
ṙ2 − V (x2 + y2, z)

ist invariant unter Rotation um die z-Achse.
In Zylinderkoordinaten lautet die Lagrangefunktion:

L =
m

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2

)
− V (r2, z) .

L ist invariant gegenüber der Transformation ϕ→ ϕ′ = ϕ+ α.
Damit ist

I =
∂L

∂ϕ̇

[
∂(ϕ′ − α)

∂α

]
α=0

= −mr2ϕ̇ = −Lz

eine Erhaltungsgröÿe.

Man erhält auch dann noch eine Erhaltungsgröÿe, wenn gilt:

L′(q′, q̇′, t, α) = L(q′, q̇′, t) +
d
dt
F (q′, t, α) ,

wobei F eine beliebige Funktion der Variablen q′, t, α ist.
L ist dann symmetrisch unter der Transformation. Dann gilt:[

∂L′(q′, q̇′, t, α)

∂α

]
α=0

=

[
d
dt
∂F (q′, t, α)

∂α

]
α=0

.

Die Funktion

J(q, q̇, t) =
n∑
k=1

∂L

∂q̇k

[
∂qk(q

′, t, α)

∂α

]
α=0

−
[
∂F (q′, t, α)

∂α

]
α=0

ist dann eine Erhaltungsgröÿe.

Die Lagrangefunktion besitzt die Eigenschaft der Eichinvarianz, das heiÿt
die beiden Lagrangefunktionen:

L(q, q̇, t) und L̂(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d
dt
F (q, t)
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besitzen für dieselben q, t dieselben Bewegungsgleichungen.
Transformationen, die die Lagrangefunktion bis auf eine Umeichung invariant
lassen, also:

L(q, q̇, t)→ L(q′, q̇′, t) +
d

dt
F (q′, t, α)

heiÿen Symmetrietransformationen.

2.3.2 Energieerhaltungssatz

Wir betrachten die Transformation der Zeit t → t′ = t + α und skleronome
Zwangsbedingungen. Es gelte:

L(q, q̇, t) = L(q, q̇, t+ α) mit α = const.

Damit muss ∂L
∂t

= 0 gelten und

dL
dt

=
n∑
k=1

(
∂L

∂qk
q̇k +

∂L

∂q̇k
q̈k

)
=

n∑
k=1

(
d

dt

∂L

∂q̇k
q̇k +

∂L

∂q̇k
q̈k

)
=

n∑
k=1

d
dt

(
∂L

∂q̇k
q̇k

)
⇒ H :=

n∑
k=1

∂L

∂q̇k
q̇k − L = const.

Für Systeme mit Potentialkräften V = V (q) gilt:

∂L

∂q̇k
=
∂T

∂q̇k
(skleronome Zwangsbedingungen) .

Für ruhende Bezugssysteme erhält man dann:

H = 2T − L = T + V = E . (23)

Damit ergibt sich:

• Mit H haben wir die sogenannte Hamiltonfunktion eingeführt. Sie
ist eine Erhaltungsgröÿe, wenn L nicht explizit von der Zeit abhängt.

• Für skleronome, holonome Zwangsbedingungen, konservative Kräfte
und ruhende Bezugssysteme entspricht H der Gesamtenergie.
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3 Die Hamiltonschen Gleichungen

Im Rahmen der Energieerhaltung hatten wir bereits die Hamiltonfunktion
eingeführt. Sie ist im Gegensatz zur Lagrangefunktion eine Funktion der ge-
neralisierten Koordinaten qk und Impulse pk = ∂L

∂q̇k
.

Der Übergang von der Lagrange- zur Hamiltonfunktion entspricht einem
Übergang von den Variablen (q, q̇, t) zu den Variblen (q,p, t). Ein solcher
Übergang wird durch eine sogenannte Legendre-Transformation beschrie-
ben, die wir nun kurz diskutieren möchten.

3.1 Legendre-Transformation

Zur Einführung in die Methode der Legendre-Transformation betrachten wir
zunächst den Fall einer Variablen:
Ziel der Legendre-Transformation ist es, die Funktion f(x) eindeutig in eine
Funktion (L f)(z) zu überführen, die von der Variablen z = df

dx
abhängt.

Es sei f(x) eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion (C2-Funktion). Wei-
terhin sei y = f(x) und d2f

dx2
6= 0. Damit ist die Funktion z(x) umkehr-

bar; es existiert also x = g(z). In diesem Fall existiert auch die Legendre-
Transformierte (L f)(x), die durch:

(L f)(x) := x
df
dx
− f(x) = g(z)z − f(g(z)) ≡ (L f)(z)

gegeben ist.
Wenn wir die Legendre-Transformation auf (L f)(z) anwenden, erhalten wir
mit:

d
dz

(L f)(z) = g(z) + z
dg(z)

dz
− df

dg︸︷︷︸
=df
dx

=z

dg
dz

= g(z) = x

und:
d2

dz2
(L f)(z) =

d
dz
x =

(
dz
dx

)−1

=
1

d2y/dx2
6= 0

die Legendre-Transformation von (L f)(z) =: φ(z) = xz − f(x):

L (L f)(z) = (L φ)(z) = z
dφ
dz
− φ(z) = zx− xz + f(x) = f(x) .

Damit ist für d2f
dx2
6= 0 die Legendre-Transformation eindeutig umkehrbar.
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Beispiel: Wir betrachten f(v) = 1
2
mv2

→ f ′′(v) = m 6= 0 und z = mv = p. Weiterhin ist v = g(z) = z
m
.

Die Legendre-Transformation lautet dann:

(L f)(v) = g(z)z − 1

2
m
( z
m

)2

=
z2

m
− 1

2

z2

m

=
p2

2m
= (L f)(p) .

2-2

4

f(v)

v

m v21
2
_

 -2    - (   f)(2)

Tangente

=

Abbildung 7: Geometrische Interpretation der Legendre-Transformation für
den Fall m = 1.

Man kann die Legendre-Transformation leicht auf mehrere Variablen verall-
gemeinern:
Es sei F (x1, ..., xn;u1, ..., un) eine in allen Variablen xi zweimal stetig di�e-
renzierbare Funktion und

det

(
∂2F

∂xi∂xj

)
6= 0 .

Dann sind die Gleichungen:

yk =
∂F

∂xk
, mit k = 1, ...,m

lokal eindeutig au�ösbar, so dass :

xi = ϕi(y1, ..., ym;u1, ..., um) .
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Die Legendre-Transformation lautet dann:

G(y1, ..., ym;u1, ..., um) = (L F ) =
m∑
k=1

ykϕk − F .

Es gilt:

∂G

∂yk
= ϕk ,

∂G

∂ui
= −∂F

∂ui
und det

(
∂2G

∂yk∂yl

)
·det

(
∂2F

∂xi∂xj

)
= 1 .

3.2 Hamiltonfunktion

Wir wollen nun die Legendre-Transformation auf die Lagrangefunktion an-
wenden.
Die Hamiltonfunktion für ein System mit n = 3N−k Freiheitsgraden (wobei
k die Anzahl der holonomen Zwangsbedingungen angibt) lautet:

H(q, p, t) :=
n∑
i=1

q̇ipi − L(q, q̇(p), t) , (24)

wobei:

det

(
∂2L

∂q̇k∂q̇l

)
6= 0 und pk =

∂L

∂q̇k
.

Aus der Diskussion der Legendre-Transformation ergibt sich sofort:

q̇k =
∂H

∂pk

(
analog zu x =

d(L f)(z)

dz

)
det

(
∂H

∂pj∂pi

)
6= 0 ,

∂H

∂qk
= − ∂L

∂qk
= −ṗk .

O�ensichtlich gilt auch:
∂H

∂t
= −∂L

∂t
.

Wir haben damit einen neuen Satz von Bewegungsgleichungen erhalten:

q̇i =
∂H

∂pi
und ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , n (25)

die sogenannten Hamiltonschen Gleichungen.
Die Hamiltonschen Gleichungen sind 2n Di�erentialgleichungen 1. Ordnung
und zu den Lagrangegleichungen äquivalent. Sie werden auch kanonische
Gleichungen genannt.
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Bemerkungen:

• Die Hamiltonfunktion hängt nur von den Koordinaten, Impulsen und
der Zeit ab. Sie hängt dagegen nicht von den Geschwindigkeiten ab,
wie man leicht am totalen Di�erential von H veri�zieren kann:

dH =
n∑
i=1

q̇idpi + pidq̇i −
∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂q̇i︸︷︷︸
pi

dq̇i

− ∂L

∂t
dt

=
n∑
i=1

(q̇idpi − ṗidqi)−
∂L

∂t
dt .

Zur Aufstellung der gültigen Bewegungsgleichungen ist es daher wichtig
alle Geschwindigkeiten q̇i durch die kanonischen Impulse zu ersetzen.

• Für skleronome, holonome Zwangsbedingungen und Potentialkräfte gilt
in Inertialsystemen:

H = T + V = kinetische Energie + potentielle Energie = E .

Dies gilt jedoch nicht allgemein. Es ist sogar möglich, dass dH
dt

= 0 gilt
und H trotzdem nicht mit der Gesamtenergie identisch ist.

• H ist genau dann eine Erhaltungsgröÿe, wenn H nicht explizit von der
Zeit abhängt:

dH
dt

=
n∑
i=1

(
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi

)
+
∂H

∂t

=
n∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂H

∂pi
− ∂H

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂H

∂t
= 0 .

Beispiel: Gekoppelte Oszillatoren
Es treten keine Zwangsbedingungen auf, so dass H = E = T + V
und damit:

H =
1

2m1

(
p2

1 + p2
3

)
+

1

2m2

p2
2 +

k

2

(
(q1 + q2)2 + (q3 + q2)2) .

Dies führt auf die Bewegungsgleichungen:

q̇1 =
∂H

∂p1

=
p1

m1

,

ṗ1 = −∂H
∂q1

= −k (q1 − q2) = m1q̈1 .
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und entsprechend für die übrigen Koordinaten:

q̇2 =
p2

m2

,

ṗ2 = −k [(q2 − q1) + (q2 − q3)]

→ q̈2 = − k

m2

(2q2 − q1 − q3) und

q̈3 = −k (q3 − q2) .

Zusammenfassung:

Hamilton-Funktion: H(p, q, t) =
∑n

i=1 q̇ipi − L(q, q̇, t)

Bewegungsgleichungen: q̇i = ∂H
∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

Merkhilfe:
Gleichung gilt o�enbar für die Form H = p2

2m
+ V (q) mit F = −∂V

∂q
.

Beispiel: Übergang von der Lagrange-Funktion zur Hamilton-Funktion für
ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld.
Die Lagrange-Funktion für ein geladenes Teilchen im elektroma-
gnetischen Feld lautet (q = r):

L(r, ṙ) =
m

2
ṙ2 − q

(
φ− 1

c
Aṙ

)
mit dem Coulombpotential φ, der Ladung q und dem Vektorpo-
tential A(r).
1. Schritt : Berechnung der kanonischen Impulse

pi =
∂L

∂ṙi
= mṙi +

q

c
Ai

bzw. p = mṙ +
q

c
A

2. Schritt : Berechnung der Hamilton-Funktion

H = ṙp− L(r, ṙ)

= mṙ2 +
q

c
ṙA− m

2
ṙ2 − q

c
Aṙ + qφ

=
m

2
ṙ2 + qφ
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3. Schritt : Ersetzen der Variable ṙ

ṙ =
1

m

(
p− q

c
A
)

→ H =
1

2m

(
p− q

c
A
)2

+ qφ

Damit haben wir, wie gefordert, die Hamiltonfunktion als Funkti-
on der Variablen p und r ausgedrückt (die Ortsabhängigkeit ergibt
sich aus den Potentialen φ, A).
Wir wollen nun noch die Bewegungsgleichungen für den Fall her-
leiten, dass

φ = 0 und B = ∇×A = Bez

gilt. Das geladene Teilchen bewegt sich also in einem homogenen
Magnetfeld, das in z-Richtung ausgerichtet ist.
Eine Wahl für A, die auf ∇×A = Bez führt ist:

A =

 0
xB
0

 .

A ist wegen:

∇×A′ = ∇× (A+ ∇ψ) = ∇×A

nicht eindeutig.
Wenn wir nun A in H einsetzen, ergibt sich:

H =
1

2m

(
p2
x + p2

z

)
+

1

2m

(
py −

q

c
Bx
)2

.

Für die kanonischen Gleichungen erhalten wir:

ẋ =
∂H

∂px
=
px
m

,

ẏ =
1

m

(
py −

q

c
Bx
)
,

ż =
pz
m

ṗx = −∂H
∂x

=
1

m

(
py −

q

c
Bx
) q
c
B ,

ṗy = ṗz = 0 .
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Mit der Zyklotronfrequenz:

ω =
qB

mc

ergeben sich dann die Bewegungsgleichungen:

ẍ =
1

m
ṗx =

ω

m
(py − ωmx) =

ω

m
(mẏ + ωmx− ωmx) = ωẏ ,

ÿ =
1

m
(ṗy − ωmẋ) = −ωẋ ,

z̈ =
ṗz
m

= 0 .

Die Lösung entspricht einer Schraubenlinie mit:

x(t) = r cos(ωt+ ϕ) + x0 ,

y(t) = r sin(ωt+ ϕ) + y0 ,

z(t) = żt+ z0 .

Wenn wir die Bewegungsgleichungen aus der Lagrange-Funktion:

L =
m

2
ṙ2 +

q

c
Bxẏ

bestimmen wollen, müssen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen
heranziehen. Es gilt:

d
dt
∂L

∂ẋ
=

d
dt
mẋ = mẍ ,

∂L

∂x
=
qB

c
ẏ = mωẏ

→ ẍ = ωẏ

d
dt
∂L

∂ẏ
=

d
dt

(mẏ + ωmx) = m (ÿ + ωẋ) ,
∂L

∂y
= 0

→ ÿ = −ωẋ

d
dt
∂L

∂ż
− ∂L

∂z
= mz̈ = 0 .

Wie erwartet führen beide Formalismen auf identische Bewegungs-
gleichungen.
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3.3 Hamiltonsche Gleichungen und Hamiltonsches
Prinzip

Das Wirkungsintegral S, das wir minimieren, hat die Form:

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt .

Das Hamiltonsche Prinzip besagte, dass diejenigen Trajektorien q(t) zwi-
schen q(t1) und q(t2) realisiert werden, für die S extremal wird.
Wir fassen L nun als Funktion von q,p, q̇, t auf und drücken L durch H aus.
Dann gilt:

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇,p, t) dt =

∫ t2

t1

n∑
i=1

q̇ipi −H(q,p, t) dt .

Wir halten die pi und qi an den Grenzen fest:

→ δS =

∫ t2

t1

n∑
i=1

[
q̇iδpi + piδq̇i −

∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi

]
dt = 0 .

Es gilt: ∫ t2

t1

piδq̇i dt = [piδqi]
t2
t1︸ ︷︷ ︸

=0 ,da δqi(t1)=δqi(t2)=0

−
∫ t2

t1

ṗiδqi dt .

Damit erhalten wir:

δS =

∫ t2

t1

[
n∑
i=1

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
dt = 0 .

Woraus wegen der Unabhängigkeit der kanonischen Variablen die Hamilton-
schen Gleichungen:

q̇i =
∂H

∂pi
und ṗi = −∂H

∂qi

folgen.

3.4 Die Poisson-Klammern

Eine physikalische Messgröÿe oder Observable sei eine di�erenzierbare Funk-
tion f(q,p, t) der Variablen q,p, t.
Die zeitliche Änderung einer solchen Observablen lautet:

df
dt

=
n∑
i=1

(
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi

)
+
∂f

∂t
.
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Die zeitlichen Ableitungen q̇i und ṗi kann man mit Hilfe der kanonischen
Gleichungen ersetzen. Damit ergibt sich:

df
dt

=
n∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂f

∂t
.

Zur Ersetzung der Reihensumme führen wir nun die sogenannte Poisson-
Klammer ein:

[f, g]q,p =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
, (26)

wobei f = f(q,p, t) und g = g(q,p, t).
Mit der Poisson-Klammer vereinfacht sich die Darstellung von df

dt
erheblich:

df
dt

= [f,H] +
∂f

∂t
. (27)

Nicht explizit zeitabhängige Observablen f sind o�enbar dann Erhaltungs-

gröÿen, falls
[f,H] = 0 (28)

gilt.
Die kanonischen Gleichungen lassen sich ebenfalls durch Poisson-Klammern
ausdrücken:

Für f = qi gilt: [qi, H] =
∂H

∂pi
= q̇i → q̇i = [qi, H] . (29)

Für f = pi gilt: [pi, H] = −∂H
∂qi

= ṗi → ṗi = [pi, H] . (30)

Wie man aus der De�nition der Poisson-Klammer direkt sieht.

Eigenschaften der Poisson-Klammer:

1. Linearität:
[c1f + c2g, h] = c1 [f, h] + c2 [g, h]

2. Antisymmetrie:
[f, g] = − [g, f ]

3. Existenz eines Nullelements:

[c, f ] = 0 mit c = const.
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4. Produktregel:
[fg, h] = f [g, h] + g [f, h]

5. Jacobi-Identität:

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0

6. Fundamentale Poissonklammern:

[qi, qj] = 0 ; [qi, pj] = δij

Bemerkungen:

• Die Kommutatoren, das heiÿt die quantenmechanische Verallgemeine-
rung der Poisson-Klammern, sind in der Quantenmechanik von ent-
scheidender Bedeutung.
Auch Kommutatoren besitzen die Eigenschaften 1. - 6.

• Die Poisson-Klammer aus zwei Erhaltungsgröÿen f, g ist wieder eine
Erhaltungsgröÿe (Poissonsches Theorem).

Beweis : Es sei w = [f, g], dann gilt:
d
dt
w =

∂

∂t
w + [w,H] .

Den Ausdruck [w,H] = [[f, g] , H] kann man mit der Jacobi-Identität
zu:

[w,H] = − [[g,H] , f ]− [[H, f ] , g]

umformen, so dass:

dw
dt

=

[
∂f

∂t
, g

]
+

[
f,
∂g

∂t

]
− [[g,H] , f ]− [[H, f ] , g]

=

[
∂f

∂t
− [H, f ] , g

]
+

[
f,
∂g

∂t
+ [g,H]

]
= 0 ,

da:

∂f

∂t
+ [f,H] =

df
dt

= 0 und
∂g

∂t
+ [g,H] =

dg
dt

= 0 .
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3.5 Kanonische Transformation

Die Wahl geeigneter Koordinaten ist ein wichtiger Beitrag zur Lösung der
klassischen Bewegungsgleichungen. Von besonderem Interesse sind solche ver-
allgemeinerten Koordinaten Q, die die Zahl der zyklischen Koordinaten op-
timiert, da für eine zyklische Koordinate Qk gilt:

Ṗk = − ∂H
∂Qk

= 0 ,

so dass Pk = αk = const.
Im Idealfall sind alle Koordinaten zyklisch, so dass:

Ṗi = 0 bzw. Pi = αi = const. , ∀i = 1, . . . , n

gilt.
Wir betrachten hier zunächst die sogenannten Punkttransformationen,
die die Form:

qi → Qi(q1, . . . , qn, t) = Qi(q, t) , i = 1, ..., n

besitzen.
In den neuen Koordinaten lautet die Lagrangefunktion:

L̃(Q, Q̇, t) = L
[
q(Q, t), q̇(Q, Q̇, t), t

]
.

Falls die Transformation qi → Qi(q, t) ein Di�eomorphismus (eine um-
kehrbar eindeutige Abbildung f , für die f und f−1 di�erenzierbar sind), ist
bleiben die Lagrange-Gleichungen unverändert, das heiÿt es gilt:

d
dt
∂L′

∂Q̇i

− ∂L′

∂Qi

= 0 .

Bemerkung:
Die resultierenden Bewegungsgleichungen haben natürlich eine andere Ge-
stalt.

Die Impulse und damit die Hamiltonfunktion ändern sich ebenfalls unter
Punkttransformationen:

pi → Pi =
∂L̃

∂Q̇i

=
n∑
j=1

∂L

∂q̇j︸︷︷︸
=pj

∂q̇j

∂Q̇i

.
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Mit:

q̇j =
dqj
dt

=
n∑
k=1

∂qj
∂Qk

Q̇k +
∂qj
∂t

,

folgt sofort, dass:
∂q̇j

∂Q̇i

=
∂qj
∂Qi

ist und damit insgesamt:

Pi =
n∑
k=1

pk
∂qk
∂Qi

, i = 1, ..., n .

Die Hamiltonfunktion transformiert sich dann wie:

H(q,p, t) → H̃(Q,P , t) =
n∑
i=1

PiQ̇i − L̃ .

Auch die kanonischen Gleichungen sind unter Punkttransformationen inva-
riant, es gilt also:

Q̇i =
∂H̃

∂Pi
und Ṗi = − ∂H̃

∂Qi

.

Beispiel: Bewegung eines Punktteilchens in der Ebene.
Die Lagrangefunktion in Polarkoordinaten lautet:

L(r, ϕ, ṙ, ϕ̇) =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) .

Wir führen nun die Punkttransformation:

R = r und φ = ϕ+ ωt

durch.
Damit ergibt sich:

ṙ
(
Q, Q̇, t

)
= Ṙ und ϕ̇

(
Q, Q̇, t

)
= φ̇− ω

und somit für L̃:

L̃ =
m

2

(
Ṙ2 +R2

(
φ̇− ω

)2
)

→ PR =
∂L̃

∂Ṙ
= mṘ und Pφ =

∂L̃

∂φ̇
= mR2

(
φ̇− ω

)
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→ H̃ = mṘ2 +mR2
(
φ̇− ω

)
φ̇− m

2

(
Ṙ2 +R2

(
φ̇− ω

)2
)

=
P 2
R

2m
+ Pφ

(
φ̇− 1

2

(
φ̇− ω

))
=
P 2
R

2m
+

P 2
φ

2mR2
+ Pφω

Wichtig:
H̃ entspricht nicht einfach dem Einsetzen der neuen Variablen in die Hamil-
tonfunktion, wie man leicht nachrechnen kann:
O�enbar lautet die Hamiltonfunktion in Zylinderkoordinaten mit pr = mṙ
und pϕ = mr2ϕ̇:

H =
p2
r

2m
+

p2
ϕ

2mr2
.

Mit den Ersetzungen r = R, ṙ = Ṙ und ϕ̇ = φ̇− ω erhält man:

Ĥ =
P 2
R

2m
+
m2R4

(
φ̇− ω

)2

2mR2

=
P 2
R

2m
+

Pφ
2mR2

6= H̃.

3.5.1 Allgemeine kanonische Transformationen

Wir hatten am Beispiel von Punkttransformationen gesehen, dass die kano-
nischen Gleichungen beim Übergang von qi → Qi(q, t) invariant bleiben.
In diesem Abschnitt soll die allgemeine Struktur von kanonischen Transfor-
mationen, also di�eomorphen Transformationen der Variablen q,p, die die
kanonischen Gleichungen invariant lassen, diskutiert werden.

Dazu müssen wir fordern, dass sowohl in den alten Koordinaten q,p als auch
in den neuen Koordinaten Q,P das Extremalprinzip erfüllt ist.
Nutzen wir noch die Eichinvarianz der Lagrangefunktion aus, so ergibt sich
für die Hamiltonfunktion die Bedingung:

n∑
i=1

piqi −H (q,p, t) =
n∑
i=1

Q̇iPi − H̃ (Q,P , t) +
d
dt
F (31)

Die Funktion F fassen wir nun als Erzeugende der kanonischen Transfor-
mation auf:
Durch die Wahl der Erzeugendenfunktion wird die kanonische Transformati-
on festgelegt.
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1. F = F (q,Q, t) = φ (q,Q, t)

⇒ dφ
dt

=
∂φ

∂t
+

n∑
j=1

[
∂φ

∂qj
q̇j +

∂φ

∂Qj

Q̇j

]
Damit ist die Gleichung (31) erfüllt, falls:

pj =
∂φ

∂qj
und − Pj =

∂φ

∂Qj

und H̃ = H +
∂φ

∂t
.

Bemerkung:

Die Gleichungen für die pj undPj sind au�ösbar, falls:

det

(
∂2φ

∂qi∂qj

)
6= 0 und det

(
∂2φ

∂Qk∂Qj

)
.

2. F (q,P , t) = ρ(q,P , t)−
∑n

k=1Qk(q,P , t)PK

mit ∂ρ
∂qi

= pi ,
∂ρ
∂Pk

= Qk und
∂ρ
∂t

+H = H̃ .

3. F (Q,p, t) = U(Q,p, t) +
∑n

k=1 qk(Q,p, t)pk

mit qk = − ∂U
∂pk

, Pk = − ∂U
∂Qk

und H̃ = H + ∂U
∂t
.

4. F (P ,p, t) = V (P ,p, t)−
∑n

k=1Qk(q(P ,p, t),P , t)Pk+
∑n

k=1 qk(P ,p, t) ,

so dass qk = − ∂V
∂pk

, Qk = ∂V
∂Pk

und H̃ = H + ∂V
∂t
.

Beispiel: Harmonischer Oszillator

H(q, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2q2

mit der Wahl für φ = φ(q,Q) = 1
2
mωq2 cot(Q)

→ p =
∂φ

∂q
= mωq cot(Q) ,

P = − ∂φ
∂Q

=
1

2
mωq2 1

sin2(Q)
,

H̃ = H +
∂φ

∂t
= H

mit q =
√

2P
mω

sin(Q) und p =
√

2Pmω cos(Q) ergibt sich:

H =
2Pmω

2m
cos2(Q) +

1

2
mω2 2P

mω
sin2(Q) = ωP .
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O�enbar ist Q zyklisch und damit:

Ṗ = −∂H̃
∂Q

= 0 → P = α = const.

Q̇ =
∂H̃

∂P
= ω → Q = ωt+ β

→ q(t) =

√
2α

mω
sin(ωt+ β) ,

p(t) =
√

2mωα cos(ωt+ β)

Die Bewegung des Oszillators kann man in einem Phasenportrait
veranschaulichen. Dabei werden die Trajektorien im 2n-dimensionalen
Phasenraum abgebildet. Für m = ω = α = 1 ergibt sich Abbil-
dung 8.

Die Kurven ergeben sich aus der Eliminierung von t. Beachten Sie,
dass die Schnittstellen mit der x-Achse die Umkehrpunkte des Os-
zillators sind.
Das schra�erte Volumen, das einem Ensemble von Anfangsbedin-
gungen entspricht, bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit um
den Ursprung.

Abbildung 8: Phasenraumportrait des harmonischen Oszillators.
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Man kann die kanonischen Gleichungen auch in kompakter Notation schrei-
ben. Mit:

x := (q1, ..., qn, p1, ..., pn)t ,

H ,x :=

(
∂H

∂q1

, ...;
∂H

∂qn
,
∂H

∂p1

, ...,
∂H

∂pn

)t
und der Matrix:

J :=

(
0n×n 1n×n
−1n×n 0n×n

)
, J−1 = −J

gilt:
ẋ = J H ,x . (32)

Diese Gleichung fasst die kanonischen Gleichungen zusammen.
In ähnlicher Weise lassen sich auch die kanonischen Transformationen um-
schreiben. Mit:

Mαβ :=
∂xα
∂yβ

,
∂yα
∂xβ

=
(
M−1

)
αβ

, (α, β = 1, ..., 2n)

x :=

(
q
p

)
, y :=

(
Q
P

)
erhalten wir für die kanonischen Transformationen die Identität:

MTJ M = J . (33)

Die Jacobi-Matrix M der Transformation ist nichts anderes als die Matrix
der zweiten Ableitungen von Erzeugenden kanonischer Transformationen.
J stellt eine Metrik im Phasenraum dar, die invariant unter kanonischen
Transformationen ist.
Die Menge aller Matrizen M , die die Gleichung (33) erfüllen, bilden eine
Gruppe, die sogenannte reelle symplektische Gruppe G = Sp2n(R). (Übung)

Interpretation: Für n = 1 gilt:

M =

(
∂x1
∂y1

∂x1
∂y2

∂x2
∂y1

∂x2
∂y2

)
=

(
∂q
∂Q

∂q
∂P

∂p
∂Q

∂p
∂P

)

=

(
− ∂2U
∂Q∂p

− ∂2V
∂P∂p

∂2φ
∂Q∂q

∂2ρ
∂P∂q

)
M ist also die Matrix der zweiten Ableitungen der Erzeugenden.
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3.5.2 Kanonische Invarianten

Die Gruppeneigenschaften der kanonischen Transformation implizieren:

1. Die identische Transformation ist kanonisch.

2. Die Inverse einer kanonischen Transformation ist kanonisch.

3. Eine Transformation, die die Hintereinanderausführung zweier kanoni-
scher Transformationen ist, ist ebenfalls kanonisch (Produktoperation).

4. Die Produktoperation ist assoziativ.

Poissonklammern:
Die Poissonklammer zweier Funktionen u, v:

[u, v]q,p =
∂u

∂qi

∂v

∂pi
− ∂u

∂pi

∂v

∂qi

hat eine typische symplektische Struktur, das heiÿt q und p sind miteinander
verknüpft. Wir können die Poissonklammer in der Form:

[u, v]x =

(
∂u

∂q1

, ...,
∂u

∂qn
,
∂u

∂p1

, ...,
∂u

∂pn

)(
0 1

−1 0

)


∂v
∂q1

...
∂v
∂qn
∂v
∂p1

...
∂v
∂pn


=:

(
∂u

∂x

)t
J

∂v

∂x

schreiben.
Die fundamentalen Poissonklammern:

[qi, qk]q,p = 0 = [pi, pk]q,p und [qj, pk]q,p = δjk

kann man ebenfalls kompakter schreiben:

[x,x]x = J .

Wir diskutieren nun, wie sich die fundamentalen Poissonklammern unter ka-
nonischen Transformationen verhalten. Dazu führen wir den Vektor

y =

(
Q
P

)
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ein, der die kanonisch transformierten Variablen Qj, Pk enthält.
Die Poissonklammer lautet dann:

[y,y]x =

(
∂y

∂x

)t
︸ ︷︷ ︸

Mt

J
∂y

∂x︸︷︷︸
M

= M t J M = J .

O�ensichtlich gilt auch:
[y,y]y = J ,

so dass wir die Invarianz der fundamentalen Poissonklammern unter kanoni-
schen Transformationen bestätigt haben.
Man kann in analoger Weise zeigen, dass die Invarianz unter kanonischen
Transformationen eine generelle Eigenschaft der Poissonklammern ist.

Beispiel: Wir betrachten die Transformation:
Q = qa cos(bp) und P = qa sin(bp) .

Für welche Werte von a, b ist die Transformation kanonisch?
Wir bestimmen dazu die Poissonklammer:

[Q,P ]q,p =
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q

= aqa−1 cos(bp)qab cos(bp) + qab sin(bp)aqa−1 sin(bp)

= abq2a−1 !
= 1

 a =
1

2
, b = 2 .

Kanonische Invarianz des Phasenraumvolumens
Das Volumenelement

dVx = dq1...dqndp1...dpn

transformiert sich in ein Volumenelement in den transformierten Variablen:

dVy = dQ1...dQndP1...dPn .

Der Zusammenhang zwischen den Variablen wird durch die Jacobi-Determinante
hergestellt. Es gilt dann:

dVy = ‖M‖ dVx .

Da für die Matrix M gilt, dass detM = 1 ist, bleibt das Volumenelement
unter kanonischen Transformationen erhalten.
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3.6 Der Satz von Liouville

Wir hatten am Beispiel des harmonischen Oszillators bereits ein Phasenpor-
trait diskutiert. Diese Diskussion wollen wir an dieser Stelle vertiefen.
Die Bewegung eines Teilchens wird durch 2n generalisierte Koordinaten be-
schrieben, die sich als Koordinaten eines 2n-dimensionalen Phasenraums auf-
fassen lassen.
Da die Trajektorien durch die Wahl der 2n Anfangsbedingungen eindeutig
festgelegt sind, können sich die Phasenbahnen nicht schneiden.

Beispiel: Mathematisches Pendel mit

• Der Maximalausschlag ist ϕ < π
→ periodische Bewegung des Pendels
Die Gesamtenergie des Systems ist gegeben durch:

E =
m

2
l2ϕ̇2 +mgl(1− cos(ϕ)) =

Energieerhaltung
mgl(1− cos(ϕ0)) .

Mit dem kanonischen Impuls:

pϕ = ml2ϕ̇ = ±ml
√

2gl
√

cosϕ− cosϕ0

→ pϕ(ϕ) beschreiben Ellipsenbahnen.

• ϕ0 = 0 , ϕ̇(0) = ±2
(
g
l

)1/2

→ pϕ(ϕ = π) = 0 und pϕ = ±2ml
√
gl cos

ϕ

2

Der Punkt ϕ = π wird nach unendlicher Zeit erreicht.

• Überschlagendes Pendel

pϕ = ±ml
√

2gl

√
cosϕ− 1 +

E

mgl

Die Statistische Mechanik beschreibt die Eigenschaften von makroskopischen
Systemen, die O(N23) Teilchen enthalten. Für solche Systeme ist es weder
möglich noch sinnvoll alle Trajektorien anzugeben.
Möglich und sinnvoll ist es aber eine Verteilungsdichte

g(q,p, t) dVx
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einzuführen, die die Anzahl der Systeme eines Ensembles von Teilchen angibt,
die sich zur Zeit t im Volumen dVx be�nden. Es sei nun:

G :=

∫
Γ

...

∫
g(q,p, t) dVx

die Anzahl der Systeme im Phasenraum Γ. Damit kann man dann eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte

%(q,p, t) :=
g(q,p, t)

G
einführen, so dass %(q,p, t) dVx die Wahrscheinlichkeit angibt, dass ein gege-
benes System sich zum Zeitpunkt t im in�nitesimalen Volumen dVx um den
Punkt (q,p) im Phasenraum be�ndet.
Für ein gegebenes Volumenelement dVx um den Punkt x = (q,p) gilt:

g(x, t) =
dG
dVx

mit dG = # Phasenraumpunkte in dVx.
Das Phasenraumvolumen ist eine kanonische Invariante, das heiÿt dVx ist
zeitlich konstant. Genauso verhält es sich mit dG, da eine Änderung von G
bedeuten würde, dass sich Phasenraumpunkte aus dVx entfernen und damit
Trajektorien schneiden würden, die entlang der Grenz�ächen von dVx ver-
laufen.
Damit ist g eine Erhaltungsgröÿe und es gilt:

dg
dt

= [g,H] +
∂g

∂t
= 0 .

Da auch die Zahl der Systeme erhalten bleibt, gilt analog:

d%
dt

= [%,H] +
∂%

∂t
= 0 (Satz von Liouville) (34)

Bemerkungen:

• Der Satz von Liouville beschreibt den Fluss im Phasenraum. Er gilt
nicht für generalisierte Koordinaten und Geschwindigkeiten.

• Für die homogene Verteilung %(q,p, t) = %(t) gilt ∂%
∂qi

= ∂%
∂pi

= 0.
Damit gilt aber wegen des Satzes von Liouville:

∂%

∂t
= 0 .
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Dieses Ergebnis ist für die Statistische Mechanik von essentieller Bedeutung
und wurde von Ludwig Boltzmann postuliert:

�Ein isoliertes System im Gleichgewicht be�ndet sich mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit in jedem seiner Mikrozustände, die dem präparierten Makro-
zustand genügen.�

Der Begri� �Mikrozustand� bedeutet, die Kenntnis aller 6N Koordinaten
des Phasenraums, während der Makrozustand durch makroskopische ther-
modynamische Variablen wie Entropie, Temperatur, Druck, Volumen, etc.
beschrieben wird.

3.7 In�nitesimale kanonische Transformationen

Wir betrachten hier solche Transformationen, die sich stetig in die identische
Abbildung überführen lassen.
Die identische Abbildung gehört zur Klasse der kanonischen Transformatio-
nen. Es sei:

SE =
n∑
k=1

qkPk

⇒ pk =
∂S

∂qk
= Pk , Qk =

∂S

∂Pk
= qk , H̃ = H +

∂S

∂t
= H

die Erzeugende der identischen Transformation.
Wir betrachten nun die Erzeugende:

S(q,P , ε) = SE + εσ(q,P ) +O(ε2) ,

wobei ε ein kontinuierlicher Parameter ist.
Die Funktion:

σ(q,P ) =
∂S

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

bezeichnet man als Erzeugende der in�nitesimalen Transformation.
Es gilt dann:

Qk =
∂S

∂Pk
= qk + ε

∂σ

∂Pk
+O(ε2)

pk =
∂S

∂qk
= Pk + ε

∂σ

∂qk
+O(ε2)
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Die in�nitesimalen Änderungen:

δqk = Qk − qk = ε
∂σ(q,P )

∂Pk
+O(ε2) ,

δpk = Pk − pk = −ε ∂σ(q,P )

∂qk
+O(ε2)

kann man mit Hilfe der Poissonklammern bestimmen. Es gilt:

δqk = [qk, σ(q,P )] ε und δpk = [Pk, σ(q,P )] ε .

Bemerkung:
Im Rahmen dieses Konzepts kann man auch die kanonischen Gleichungen
herleiten, mit σ(q,p) = H(q,p) und ε = dt gilt:

dqk = [qk, H] dt bzw. q̇k = [qk, H] ,

dpk = [pk, H] dt bzw. ṗk = [pk, H] .

Die Funktion H ist also Erzeugende der in�nitesimalen Änderungen von
q, p im Intervall dt.

3.8 Integrale der Bewegung

Wir betrachten nun die Änderung einer dynamischen Gröÿe oder Observablen
f(q,p) unter einer in�nitesimalen Transformation der Form:

S(q,P , ε) = SE + εσ(q,P ) +O(ε2) .

Die direkte Rechnung ergibt:

δσf(q,p) =
n∑
k=1

(
∂f

∂qk
δqk +

∂f

∂pk
δpk

)
=

n∑
k=1

(
∂f

∂qk

∂σ

∂Pk
− ∂f

∂pk

∂σ

∂qk

)
ε

= [f, σ] ε (35)

Beispiel: Mit σ(q,p) = H(q,p) , ε = dt und ∂f
∂t

= 0 ergibt sich df
dt

= [f,H].

Interessant ist die Umkehrung dieser Beziehung:
Wie ändert sich H unter einer in�nitesimalen Transformation, die durch
f(q,p) erzeugt wird. Hier können wir wieder die Beziehung (35) ausnut-
zen, wobei wir die Ersetzungen σ ↔ f und f ↔ H vornehmen müssen.
Es gilt dann:

δfH(q,p) = [H, f ] ε .
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Wenn nun die Transformation f(q,p) die Hamiltonfunktion H invariant
lässt, gilt o�ensichtlich:

[H, f ] = 0 = − [f,H] .

Damit sind Erzeugende in�nitesimaler Transformationen, die die Hamilton-
funktion invariant lassen, Erhaltungsgröÿen.

Damit können wir dann auch im Hamilton-Formalismus dasNoether-Theo-
rem formulieren:

�Zu jeder in�nitesimalen Symmetrietransformation der Hamiltonfunktion ge-
hört eine Erhaltungsgröÿe. Umgekehrt ist jede Erhaltungsgröÿe Erzeugende
einer in�nitesimalen Symmetrietransformation.�

Beispiel: In�nitesimale Verschiebung um den Vektor a mit

H =
n∑
i=1

p2
i

2m
+ U(q

1
, ..., q

N
)

Hamiltonfunktion des N -Teilchensystems.
H sei invariant unter der Transformation:

S(q1, ..., qn,P 1, ...,PN) =
N∑
i=1

qiP i + a
N∑
i=1

P i .

Damit ergibt sich:

Qk =
∂S

∂Pk
→ Q

k
= q

k
+ a und

pk =
∂S

∂qk
→ p

k
= P k .

Die Erzeugende der in�nitesimalen Transformation ist:

σ =
∂S

∂a

∣∣∣∣
a=0

= â ·
N∑
i=1

P i ,

mit a = aâ und |â| = 1

also die Projektion des Gesamtimpulses auf die Richtung von a.
Sie ist wegen der Invarianz von H Erhaltungsgröÿe.
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4 Die Hamilton-Jacobische Di�erentialgleichung

Wir haben bereits gesehen, dass die Bewegungsgleichungen trivial lösbar sind,
wenn alle Koordinaten des Systems zyklisch sind.
Dies gilt also insbesondere, wenn man eine zeitabhängige kanonische Trans-
formation �ndet, die auf H̃ = 0 führt.
Wir schreiben formal:

{q,p, H(q,p, t)} 7−→
S∗(q,p,t)

{
Q,P , H̃ = H +

∂S∗

∂t

}
.

S∗(q,p, t) ist also diejenige Klasse von Erzeugenden, die auf H̃ = 0 führt.
Wir fordern also explizit:

H̃ = H

(
qi, pk =

∂S∗

∂qk
, t

)
+
∂S∗

∂t
= 0 . (36)

Diese partielle Di�erentialgleichung wird Hamilton-Jacobische-Di�eren-
tialgleichung genannt.
S∗ hat die Form:

S∗(q,α, t) mit α = (α1, ..., αn) .

Die Erzeugende S∗ hat also die Variablen q = (q1, ..., qn) und t. Die αk
sind Parameter der Funktion S∗ und gleichzeitig die neuen Impulse Pk mit
Pk = const., da H̃ = 0.
Für die transformierten Koordinaten gilt ebenfalls Qk = const., da ∂H̃

∂P
= 0

gilt. Qk lässt sich aber auch aus der Erzeugenden S∗ bestimmen. Es gilt:

Qk =
∂S∗(q,α, t)

∂αk
= βk = const.

Die Gleichung lässt sich nach qk au�ösen (um die Koordinaten qk ersetzen zu

können), wenn det
(

∂2S∗

∂αk∂ql

)
6= 0 gilt.

Mit der Hamilton-Jacobischen-Di�erentialgleichung erhalten wir eine parti-
elle Di�erentialgleichung, die von n+1 Variablen abhängt. Sie entspricht den
kanonischen Bewegungsgleichungen.
Die Hamilton-Jacobische-Di�erentialgleichung vereinfacht sich, wennH nicht
explizit von der Zeit abhängt. Dann genügt es zu fordern:

S∗(q,α, t) = S(q,α)− Et ,
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so dass die Hamilton-Jacobische-Di�erentialgleichung lautet:

H̃ = H

(
q,
∂S

∂qk

)
− E = 0 .

Beispiel: Freies Teilchen H = p2

2m
.

Wir erhalten dann qi = ri, so dass aus:

H̃ = H

(
q,
∂S

∂qk

)
+
∂S∗

∂t
= 0

folgt:
1

2m
(∇S∗︸︷︷︸

p

)2 +
∂S∗

∂t
= 0 .

Die partielle Di�erentialgleichung hat die Lösung:

S∗(r,α, t) = α · r − α
2

2m
t+ c .

Man kann dann die neuen Koordinaten βk bestimmen, aus:

βk =
∂S∗

∂αk
= rk −

αk
m
t

bzw.
r(t) = β +

t

m
α ,

also wie erwartet die gleichförmig gradlinige Bewegung des Teil-
chens.

Durch die Hamilton-Jacobische-Di�erentialgleichung hat sich also das Pro-
blem der Integration von Bewegungsgleichungen auf die Lösung einer parti-
ellen Di�erentialgleichung mit n+ 1 Variablen verschoben.

Zur praktischen Lösung versucht man die Hamilton-Jacobische-Di�erential-
gleichung in den Variablen zu separieren, so dass man für zeitunabhängi-
ge Hamiltonfunktionen n eindimensionale Integrationen durchzuführen hat.
Dies ist beispielsweise möglich, wenn H die Form H(q,p) =

∑n
k=1Hi(qi, pi)

hat.
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5 Oszillationen

5.1 Die Bedeutung des Oszillatorpotentials

Ein mechanisches System be�ndet sich im Gleichgewicht, wenn die generali-
sierten Kräfte, die auf das System wirken, verschwinden, also falls:

−
(
∂V

∂qi

)
= 0 i = 1, 2, . . . , n .

O�ensichtlich entspricht die Gleichgewichtsbedingung einer notwendigen Be-
dingung für ein Extremum des Potentials im Kon�gurationsraum. Man un-
terscheidet stabile und instabile Gleichgewichtspositionen.

E

qiq0i

E

qiq0i

E0

E0+dE

E0

E0+dE

stabil instabil

Abbildung 9: Stabile und Instabile Gleichgewichtsposition.

Bei kleinen Auslenkungen um eine stabile Gleichgewichtsposition wird sich
das System nur endlich weit von der Gleichgewichtslage entfernen, während
bei instabilen Gleichgewichtslagen eine unbeschränkte Bewegung möglich ist.

Wir wollen nun ein Potential V (q) um die Gleichgewichtsposition q0 entwi-
ckeln:

V (q) = V (q0) +
n∑
i=1

(
∂V

∂qi

)
q=q0

ηi +
1

2

n∑
i,j=1

(
∂2V

∂qi∂qj

)
q=q0

ηiηj +O(η3)

mit qi = q0i + ηi. Die Koordinaten ηi beschreiben also die i-te Komponente
der Auslenkung aus der Gleichgewichtsposition.
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Da wir den Absolutwert des Potentials frei wählen können, setzen wir zur
Vereinfachung:

V (q0) = 0 .

Nach Voraussetzung gilt aber auch
(
∂V
∂qi

)
q=q0

= 0 im Gleichgewicht, so dass

sich das Potential in die Form:

V =
1

2

(
∂2V

∂qi∂qj

)
q=q0

ηiηj ≡
1

2
Vijηiηj

bringen lässt. Die Art des Gleichgewichts und das Verhalten des Systems
wird also durch die Matrix Vij bestimmt.

Für die kinetische Energie kann man eine ähnliche Entwicklung durchführen.
Die kinetische Energie ist quadratisch in den Geschwindigkeiten, sodass:

T =
∑
i,j

1

2
mij(q)q̇iq̇j =

1

2

∑
i,j

mij(q)η̇iη̇j .

Im allgemeinen Fall sind die Koe�zienten mij Funktionen der generalisierten
Koordinaten qi. Die Koe�zientenfunktionen mij(q) kann man wiederum um
q0 entwickeln:

mij(q) = mij(q0) +
∑
k

(
∂mij

∂qk

)
q=q0

ηk + ...

Da wir nur an kleinen Auslenkungen ηi um die Gleichgewichtslage interessiert
sind (insbesondere ist dE eine kleine Gröÿe und damit auch die Amplituden
der Geschwindigkeiten), brauchen wir nur den konstanten Term der Koe�-
zientenfunktion zu berücksichtigen, der auf einen Term O(η̇2) führt.
Mit mij(q0) = Tij lässt sich dann die Lagrange-Funktion in der Form:

L =
1

2

∑
i,j

Tij η̇iη̇j − Vijηiηj

schreiben, die auf die Bewegungsgleichungen:
n∑
j=1

Tij η̈j + Vijηj = 0 (mit Tij = Tji und Vij = Vji)

führt.

Bemerkung:
In der Regel gilt Tij = 0 für i 6= j, so dass sich Lagrange-Funktion und
Bewegungsgleichungen entsprechend vereinfachen.
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5.2 Die Entwicklung periodischer Funktionen in Fou-
rierreihen

Mit der Taylorreihe haben wir bereits eine wichtige Methode zur Darstellung
einer Funktion in einer Reihensumme kennengelernt. Die Entwicklung in eine
Taylorreihe setzt voraus, dass die Funktion stetig di�erenzierbar ist.

Fourierreihen stellen eine alternative Möglichkeit zur Reihenentwicklung von
Funktionen dar. Funktionen können dann in eine Fourierreihe entwickelt wer-
den, wenn

1. die Funktion f(x) periodisch ist.

2. die Funktion mit Ausnahme einer endlichen Zahl von endlichen Sprün-
gen stetig ist.

3. die Funktion eine endliche Zahl von Extremstellen innerhalb einer Pe-
riode hat.

4. das Integral von |f(x)| über eine volle Periode konvergiert.

Die Entwicklung in eine Fourierreihe hat den Vorteil, dass die Funktion ein-
fach zu di�erenzieren ist. Auÿerdem muss f(x) nicht di�erenzierbar sein.
Die Fourierreihe einer Funktion f(x) hat die Form:

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[
ak cos

(
2πkx

L

)
+ bk sin

(
2πkx

L

)]
.

Die Koe�zienten a0, ak und bk nennt man Fourierkoe�zienten, L ist die
Periodenlänge.

Man kann zeigen, dass man jede gerade (ungerade) Funktion als Kosinusreihe
(Sinusreihe) darstellen kann, wenn die Funkion periodisch ist. Dann kann
man aber auch beliebige periodische Funktionen (die die Bedingungen (2)-
(4) erfüllen) als Fourierreihe darstellen, da:

f(x) =
1

2
[f(x) + f(−x)] +

1

2
[f(x)− f(−x)] = f̃g(x) + f̃u(x) ,

wobei f̃g o�ensichtlich eine gerade und f̃u eine ungerade Funktion ist.
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Für die Sinus- und Kosinusfunktionen gelten einige wichtige Identitäten:∫ x0+L

x0

sin

(
2πkx

L

)
cos

(
2πpx

L

)
dx = 0 ∀k, p ∈ N0

∫ x0+L

x0

cos

(
2πkx

L

)
cos

(
2πkx

L

)
dx =


L für k = p = 0
L
2

für k = p > 0
0 für k 6= p

∫ x0+L

x0

sin

(
2πkx

L

)
sin

(
2πkx

L

)
dx =


0 für k = p = 0
L
2

für k = p > 0
0 sonst

Diese Identitäten lassen sich elementar herleiten, wenn man die Sinus- und
Kosinusfunktionen durch die komplexe Exponentialfunktion:

exp(ix) = cos(x) + i sin(x)

ausdrückt.

Die Fourierkoe�zienten ergeben sich aus:

ak =
2

L

∫ x0+L

x0

f(x) cos

(
2πkx

L

)
dx , (37)

bk =
2

L

∫ x0+L

x0

f(x) sin

(
2πkx

L

)
dx . (38)

Bemerkung:
Diese De�nition schlieÿt a0 mit ein.

Die obigen Ausdrücke für die Fourierkoe�zienten ak und bk ergeben sich
durch Einsetzen der Fourierreihe:

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[
ak cos

(
2πkx

L

)
+ bk sin

(
2πkx

L

)]
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in (37) und (38):∫ x0+L

x0

f(x) cos

(
2πpx

L

)
dx =

a0

2

∫ x0+L

x0

cos

(
2πpx

L

)
dx

+
∞∑
k=1

ak

∫ x0+L

x0

cos

(
2πkx

L

)
cos

(
2πpx

L

)
dx

+
∞∑
k=1

bk

∫ x0+L

x0

sin

(
2πkx

L

)
cos

(
2πpx

L

)
dx .

1. Fall : p = 0
Beide Reihensummen verschwinden, so dass:∫ x0+L

x0

f(x) dx =
a0L

2
bzw. a0 =

2

L

∫ x0+L

x0

f(x) dx .

2. Fall : p 6= 0
Der erste und dritte Term auf der rechten Seite verschwinden. Aus der Rei-
hensumme bleibt: ∫ x0+L

x0

f(x) cos

(
2πpx

L

)
dx = ap

L

2

→ ap =
2

L

∫ x0+L

x0

f(x) cos

(
2πpx

L

)
dx .

Analog ergeben sich die Koe�zienten bk.

5.2.1 Symmetrien

Die Fourierkoe�zienten ai verschwinden für ungerade Funktionen und die bi
für gerade Funktionen. Dies lässt sich einfach aus der De�nition der Koe�zi-
enten ai, bi erschlieÿen, wenn man x0 = −L

2
wählt. Da das Integral

∫ a
−a g(x)dx

für eine ungerade Funktion verschwindet, ergeben sich die genannten Ergeb-
nisse für die Fourierkoe�zienten.

Ähnliche Aussagen lassen sich auch für allgemeinere Symmetrien machen. So
ergibt sich beispielsweise bei einer Symmetrie um L/4, das heiÿt f(L/4−x) =
±f(x− L/4), mit der Substitution u = x− L/4 (f(u) = ±f(−u)):

bk =
2

L

∫ x0+L

x0

f(u) sin

(
2πku

L
+
πk

2

)
du .
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Aus dem Additionstheorem

sin

(
2πku

L
+
πk

2

)
= sin

(
2πku

L

)
cos

(
πk

2

)
+ cos

(
2πku

L

)
sin

(
πk

2

)
ergibt sich wegen:

cos

(
(2n+ 1)π

2

)
= 0 bzw. sin(nπ) = 0 (n ∈ Z)

(1) falls f(x) gerade um L/4 ist, gilt a2k+1 = 0, b2k = 0
(2) falls f(x) ungerade um L/4 ist, gilt a2k = 0, b2k+1 = 0.

5.2.2 Funktionen mit endlichem De�nitionsbereich

Es lassen sich auch nicht-periodische Funktionen in Fourierreihen entwickeln,
wenn man sie auf einem endlichen Intervall betrachtet.

x0 x0+L x0+2Lx0-L

f(x) = x2 x0 ≤ x ≤ x0 + L

Abbildung 10: Periodische Fortsetzung der Funktion f(x).

Durch periodische Fortsetzung der Funktion lässt sie sich dann in eine Fou-
rierreihe entwickeln. Eine wichtige Technik zur expliziten Berechnung von
Fourierreihen besteht darin sie durch Di�erentiation oder Integration be-
kannter Fourierreihen zu bestimmen. Dies soll am folgenden Beispiel erläu-
tert werden.

Beispiel: Wir betrachten zunächst die Fourierreihe der Funktion:

f(x) = x2 , −2 6 x 6 2 .
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Wenn wir die Funktion im Intervall −2 6 x 6 2 betrachten und
periodisch fortsetzen ist f(x) gerade.

⇒ bk = 0 und

ak =
2

4

∫ 2

−2

x2 cos

(
2πkx

4

)
dx

=

∫ 2

0

x2 cos

(
πkx

2

)
dx =

part. Int.

16

πk2
(−1)k (k 6= 0)

a0 =

∫ 2

0

x2dx =
8

3

→ x2 =
4

3
+ 16

∞∑
k=1

(−1)k

π2k2
cos

(
πkx

2

)
mit 0 6 x 6 2

Die Reihe für f(x) = x3 (0 6 x 6 2) lässt sich dann aus der
Integration der Reihe von f(x) = x2 berechnen:

x3

3
=

4

3
x+ 32

∞∑
k=1

(−1)k

π3k3
sin

(
πkx

2

)
+ C .

Die Fourierreihe für x erhalten wir aus der Ableitung der Fourier-
reihe von x2:

2x = −8
∞∑
k=1

(−1)k

πk
sin

(
πkx

2

)
und damit insgesamt:

x3 = −16
∞∑
k=1

(−1)k

πk
sin

(
πkx

2

)
+ 96

∞∑
k=1

(−1)k

π3k3
sin

(
πkx

2

)
.

Die Konstante ergibt sich zu C = 0, wegen sin
(
πkx

2

)
x=0

= 0.

Man kann die Fourierreihe auch als Reihe der komplexen Exponentialfunktion
schreiben. Aus exp(ikx) = cos(kx) + i sin(kx) ergibt sich dann:

f(x) =
∞∑

k=−∞

ck exp

(
2πikx

L

)
mit:

ck =
1

L

∫ x0+L

x0

f(x) exp

(
−2πikx

L

)
dx
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Die Gültigkeit der obigen Entwicklung ergibt sich analog zur Sinus- und
Kosinusreihe aus:∫ x0+L

x0

exp

(
−2πipx

L

)
exp

(
2πikx

L

)
dx =

{
L für k = p
0 sonst.

Es gelten die Beziehungen:

ck =
1

2
(ak − ibk) und c−k =

1

2
(ak + ibk) .

5.3 Gekoppelte Oszillationen: Eigenwertgleichungen und
Hauptkoordinaten

Wir kehren nun zum Problem gekoppelter Oszillatoren zurück und betrachten
die Bewegungsgleichung:

n∑
j=1

Tij η̈j + Vijηj = 0 .

Zur Lösung des Oszillatorproblems machen wir den Ansatz:

ηi = Caie
i(ωt+δ̃) ,

der auf die Säkulargleichung:(
Vijaj − ω2Tijaj

)
= 0

führt. Die Amplituden ai verschwinden nur dann nicht, wenn die Determi-
nante der Koe�zientenmatrix |Vij − ω2Tij| = 0 verschwindet. In kompakter
Notation betrachten wir also das Eigenwertproblem:

V a = λTa mit ω2 = λ .

Aus der Säkulargleichung det (Vij − ω2Tij) ergeben sich dann n Eigenfrequen-
zen ωk, die auf die Lösung:

ηik = Ckaik exp
[
i
(
ωkt− δ̃k

)]
führen. Wir betrachten nur Systeme ohne Dämpfung, so dass wir reelle Lö-
sungen erwarten:

ηik = Ckaik cos (ωkt− δk)
bzw. in vektorieller Form:

ηk = Ckak cos (ωkt− δk)
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mit den Integrationskonstanten Ck und δk. Durch die ηk(t) werden die so-
genannten Fundamentalschwingungen bezeichnet, die sich dadurch aus-
zeichnen, dass zwischen den Oszillatoren keine Energie ausgetauscht wird.
Die allgemeine Lösung ist dann durch Superposition gegeben:

η(t) =
n∑
k=1

ηk(t) .

Beispiel: Ein System zweier gekoppelter Oszillatoren.

k m mk1

η1 η2

k

Abbildung 11: Zwei gekoppelte Oszillatoren.

Die Bewegungsgleichungen für das obige Oszillatorsystem lauten:

mη̈1 + (k + k1)η1 − k1η2 = 0 ,

mη̈2 + (k + k1)η2 − k1η1 = 0 ,

wobei ηi die Auslenkung der i-ten Masse angibt.
Mit ηi(t) = Cai cos(ωt− δ) erhalten wir:

(k + k1 −mω2)a1 − k1a2 = 0

− k1a1 + (k + k1 −mω2)a2 = 0

→ det

(
(k + k1 −mω2) −k1

−k1 (k + k1 −mω2)

)
= 0

und somit :

ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
k + 2k1

m
.

Die Eigenvektoren ergeben sich zu:

a1 =
1√
2

(
1
1

)
und a2 =

1√
2

(
1
−1

)
.
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Im ersten Fall schwingen die Massen also in Phase, im zweiten Fall
gegenphasig.

Wenn wir uns wieder dem Ursprungsproblem zuwenden, suchen wir eine li-
neare Transformation (Hauptachsentransformation), die die Matrizen T
und V gleichzeitig diagonalisiert, da die Bewegungsgleichung dann die triviale
Form:

Tii q̈i + Vii qi = 0

hat, so dass:

qi(t) = Ci cos(ωit− δi) , ω2
i =

Vii
Tii

gilt.

ajr ist die j-te Komponente des r-ten Eigenvektors ηr. Damit ergibt sich:

n∑
j=1

Vijajr = ω2
r

n∑
j=1

Tijajr

und analog:
n∑
j=1

Vijajs = ω2
s

n∑
j=1

Tijajs

→
∑
i,j

aisVijajr −
∑
i,j

airVijajs =
Vij=Vji

0 = (ω2
r − ω2

s)
∑
i,j

Tijairajs .

Da ωr 6= ωs folgt: ∑
i,j

airTijajs = 0 für r 6= s .

Für r = s gilt:∑
i,j

ηirTijηjr = C2
rω

2
r cos2(ωrt− δr)

∑
i,j

airTijajr > 0 ,

da die kinetische Energie (auÿer an den Umkehrpunkten) positiv ist. Durch
geeignete Wahl von Cr können wir also die Summe so normieren, dass:∑

i,j

airTijajr = 1 bzw. ATT A = 1

mit

A =

 a11 ... a1n
...

. . .
...

an1 ... ann

 .
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Mit der Matrix

Ω2 =


ω2

1 0
ω2

2
. . .

0 ω2
n


können wir dann die Gleichungen

n∑
j=1

[
Vij − ω2

rTij
]
ajr = 0 , i, r = 1, ..., n

umschreiben in:

V A = T A Ω2 −→
ATT A=1

ATV A = Ω2 .

Damit diagonalisiert A sowohl T als auch V und erzeugt damit die Haupt-
achsentransformation. Durch:

ηi =:
n∑
r=1

airζr

werden dann die Hauptkoordinaten ζr de�niert. In den Hauptkoordinaten
sind die n Oszillatoren entkoppelt:

L
(
ζ, ζ̇
)

=
∑
i,j

∑
r,s

[
airTijajsζ̇rζ̇s − airVijajsζrζs

]
=

n∑
r=1

[
ζ̇2
r − ω2

rζ
2
r

]
→ ζ̈r + ω2

rζr = 0 mit r = 1, 2, ..., n .

Dies sind die entkoppelten Bewegungsgleichungen des Systems in den Haupt-
koordinaten ζr.

5.4 Erzwungene Schwingungen und Dämpfung

Periodische Anregungen

Wir betrachten nun keine isolierten Oszillatorsysteme sondern solche, die mit
einer periodischen Kraft F angeregt werden, deren Komponente Fj auf die
Koordinate ηj wirkt.
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Die generalisierte Kraft Qj, die auf die Hauptkoordinate ζj wirkt, ergibt sich
dann aus:

Qj =
∑
j

AjiFj .

Nach der Transformation in Hauptkoordinaten lauten die entkoppelten Be-
wegungsgleichungen damit:

ζ̈i + ω2
i ζi = Qi .

Hier betrachten wir Anregungen, die in der Form:

Qi = Q0i cos(ωt+ δi)

geschrieben werden können, wobei ω die Anregungsfrequenz bezeichnet.
Die Bewegungsgleichungen lauten dann entsprechend:

ζ̈i + ω2
i ζi = Q0i cos(ωt+ δi) .

Die Lösung dieser inhomogenen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung ergibt
sich aus der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung sowie einer spe-
ziellen Lösung der inhomogenen.

Wir betrachten den Fall, dass das System für t = 0 im Ruhezustand ist.
Dann verschwinden die Amplituden der freien Schwingung, die für reale Os-
zillatoren ohnehin weggedämpft werden.

Zur Bestimmung der inhomogenen Lösung machen wir den Ansatz:

ζi(t) = Bi cos(ωt+ δi) .

Durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt sich:(
−ω2 + ω2

i

)
Bi cos(ωt+ δi) = Q0i cos(ωt+ δi)

→ Bi =
Q0i

ω2
i − ω2

und damit:

ηj(t) =
∑
i

Ajiζi =
∑
i

AijQ0i cos(ωt+ δi)

ω2
i − ω2

.

Für ω = ωi divergiert o�enbar die Amplitude der Schwingung. Dieses Er-
gebnis ist für reale Oszillatorsysteme nicht direkt anwendbar. Zum einen ist
die lineare Rückstellkraft häu�g nur eine Näherung für kleine Auslenkungen.
Desweiteren müssen wir dissipative Kräfte berücksichtigen.
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Die dissipativen Kräfte sind linear in den Geschwindigkeiten, so dass die
Bewegungsgleichungen die Form:∑

j

Tij η̈j + Fij η̇j + Vijηj = 0

annehmen.
Im allgemeinen Fall können wir Tij,Fij, Vij nicht gemeinsam diagonalisieren,
so dass wir keinen Satz unabhängiger Bewegungsgleichungen generieren kön-
nen.
Es gibt aber Formen der Dissipationsfunktion

F =
1

2

∑
i,j

Fij η̇iη̇j ,

die eine simultane Diagonalisierung erlauben. Für solche Systeme lauten die
Bewegungsgleichungen:

ζ̈i + Fiζ̇i + ω2
i ζi = 0 . (39)

Dies sind lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten, die
mit dem Ansatz:

ζi(t) = Cie
−iω′it

gelöst werden. Einsetzen in (39) ergibt:

ω
′2
i + iω′iFi − ω2

i = 0

→ ω′i = ±
√
ω2
i −
F2
i

4
− iFi

2
.

Wir unterscheiden nun die drei Fälle:

1. Schwache Dämpfung: ω2
i >

F2
i

4

→ ζi(t) = e−
Fi
2
t
[
c1e

iω̃it + c2e
−iω̃it

]
mit ω̃i =

√
ω2
i −

F2
i

4
.

Die Schwingung hat dann die Form (ζ(0) = ζ0, ζ̇(0) = ζ̇0) aus Abbil-
dung 12.

2. Starke Dämpfung: ω2
i <

F2
i

4

 ζi(t) = c1e
−
(
Fi
2
t+

√
F2
i
4
−ω2

i

)
t

+ c2e
−
(
Fi
2
t−

√
F2
i
4
−ω2

i

)
t

(�aperiodische Kriechbewegung�)
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t

ζ0

Abbildung 12: Zeitlicher Verlauf von Oszillationen bei schwacher Dämpfung.

3. Aperiodischer Grenzfall: ω2
i =

F2
i

4

Der Eigenwert ω′i = −iFi
2
ist entartet, so dass (siehe MMP) die Lösung

die Form:
ζi(t) = c1e

−Fi
2
t + c2te

−Fi
2
t

hat.

Bislang hatten wir nur Anregungen der Form:

Qi = Q0i cos(ωt+ δi)

betrachtet. Für lineare Schwingungen ist es aber auch möglich beliebige pe-
riodische Anregungen mit

Qi(t) = Qi(t+ T ) (T = Periodendauer)

zu betrachten. Die Lösung ergibt sich dann aus der Entwicklung von Qi(t)
in eine Fourierreihe:

Qi(t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

[an cos(nωt) + bn sin(nωt)] .

Zur Bestimmung der inhomogenen Lösung macht man dann den Ansatz:

ζi(t) = ζi0(t) + ζi1(t) + ζi2(t) + ...+ ζ̃i1(t) + ζ̃i2(t) + ...
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mit den Di�erentialgleichungen:

ζ̈i0 + Fiζ̇i0 + ω2
i ζi0 =

a0

2

ζ̈in + Fiζ̇in + ω2
i ζin = an cos(nωt)

¨̃ζin + Fi ˙̃ζin + ω2
i ζ̃in = bn sin(nωt)

 ζi(t) =
a0

2ω2
i

+
∞∑
n=1

[Ain cos(nωt− ϕin) +Bin sin(nωt− ϕin)]

mit

Ain =
an√

(ω2
i − n2ω2)

2
+ F2

i n
2ω2

,

Bin =
bn√

(ω2
i − n2ω2)

2
+ F2

i n
2ω2

,

tan(ϕn) =
Finω

ω2
i − n2ω2

.

Durch die Abhängigkeit der Koe�zienten Ain und Bin sowie der Phasenver-
schiebung ϕin von nω hat die stationäre Schwingung eine deutlich andere
Form als die anregende Schwingung.

5.5 Nichtlineare Schwingungen

Die harmonische Näherung, die eine lineare Rückstellkraft impliziert, ist für
viele physikalische Systeme von groÿer Bedeutung. Es gibt aber auch Fälle,
wie beispielsweise das mathematische Pendel für gröÿere Auslenkungen, in
denen die nichtlinearen Anteile nicht mehr vernachlässigt werden können.
Solche Systeme werden dann mit Hilfe der Störungsrechnung behandelt.
Wir betrachten dazu den Fall, dass die Rückstellkraft die Form:

F (x) = −kx+ εmxn n = 2, 3

hat, wobei ε� 1. Die nichtlineare Kraft führt auf die Bewegungsgleichung:

ẍ+ ω2
0x− εxn = 0 mit ω2

0 =
k

m
.

Da ε eine kleine Gröÿe ist, machen wir den Ansatz:

x(t) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + ... ,
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wobei x0(t) = a sin(ω0t+ δ) die Lösung des ungestörten Oszillators bezeich-
net.
Setzen wir nun die Reihenentwicklung in die Bewegungsgleichung ein, so er-
gibt sich in Potenzen von ε:(

ẍ0 + ω2
0x0

)
+ ε

(
ẍ1 + ω2

0x1 − xn0
)

+O(ε2) = 0 .

0te Ordnung 1te Ordnung 2te und höhere Ordnung
Die Di�erentialgleichung kann nur dann erfüllt sein, wenn die Ausdrücke in
den Klammern verschwinden, also:

(i) ẍ0 + ω2
0x0 = 0

(ii) ẍ1 + ω2
0x1 − xn0 = 0

Die erste Gleichung entspricht dem ungestörten Oszillator. Zur Lösung von
(ii) benötigt man x0(t) und kann dann die Lösung der inhomogenen Di�e-
rentialgleichung für x1(t) bestimmen. Analog verfährt man mit der Ordnung
O(ε2) die auf eine Di�erentialgleichung für x2(t) führt und die Kenntnis von
x0, x1 voraussetzt.

Beispiel: Wir betrachten den nichtlinearen Oszillator:
ẍ+ ω2

0x− εx2 = 0

mit x0(0) = A und ẋ0 = 0 → x0(t) = A cos(ω0t).
Dann ergibt sich in linearer Ordnung in ε:

ẍ1 + ω2
0x1 − A2 cos2(ω0t) = 0

 ẍ1 + ω2
0x1 = 2A2 (1 + cos(2ω0t)) .

Die Lösung der homogenen Gleichung lautet:

x1 = a sin(ω0t) + b cos(ω0t) .

Ferner ist:

xs(t) =
A2

6ω2
0

(3− cos(2ω0t))

eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung. Mit den An-
fangsbedingungen x1(0) = ẋ1(0) = 0 ergibt sich:

a = 0 und b = − A2

3ω2
0

,
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also insgesamt:

x(t) w x0(t) + εx1(t)

= A cos(ω0t) + ε
A2

6ω2
0

(3− 2 cos(ω0t)− cos(2ω0t)) .

Es treten also neben der Grundfrequenz auch höhere Frequenzen
auf. Diese Phänomen setzt sich für höhere Ordnungen von ε fort.

Ein weiteres wichtiges Phänomen lässt sich am Beispiel des ebenen Pendels
verdeutlichen. Die exakte Bewegungsgleichung des ebenen Pendels lautet:

ϕ̈+
g

l
sinϕ = 0 w ϕ̈+ ω2

0ϕ− εϕ3

mit ω2
0 = g

l
und ε = g

6l
.

Die Anfangsbedingungen seien gegeben durch ϕ(0) = A und ϕ̇(0) = 0, so
dass wir wiederum ϕ0(t) = A cos(ω0t) erhalten. Für ϕ1(t) ergibt sich dann:

ϕ̈1 + ω2
0ϕ1 = ϕ3

0 =
A3

4
[3 cos(ω0t) + cos(3ω0t)]

→ ϕ1(t) =
A3

32ω2
0

[cos(ω0t) + 12ω0t sin(ω0t)− cos(3ω0t)]

Wir erhalten also eine linear anwachsende Amplitude in linearer Ordnung
von ε, so dass die Lösung nicht periodisch ist. Dieses Ergebnis ist ein Arte-
fakt der Näherung und muss geeignet behandelt werden. Dass Auftreten der
nichtperiodischen oder säkularen Terme wird durch eine Verschiebung der
Eigenfrequenzen ω0 → ω0 + δ verursacht, die sich aus der nichtlinearen Kraft
ergibt. Es gilt:

sin [(ω0 + δ)t] w sin(ω0t) + tδ cos(ω0t)−
t2δ2

2!
sin(ω0t) +O

(
(tδ)3

)
.

Damit liegt es nahe, nicht nur die Lösung x(t) sondern auch das Quadrat der
Frequenzen in eine Potenzreihe zu entwickeln, also:

x(t) = x0 + εx1 + ε2x2 + ... und ω2
0 = ω2 + εα1 + ε2α2 + ...

Diese Entwicklung setzen wir in die Bewegungsgleichung ẍ + ω2
0x− εx3 = 0

ein und erhalten:

0te Ordnung: ẍ0 + ω2x0 = 0

1te Ordnung: ẍ1 + ω2x1 = x3
0 − α1x0

2te Ordnung: ẍ2 + ω2x2 = 3x2
0x1 − α1x1 − α2x0

Die αi sind jeweils so zu bestimmen, dass die säkularen Terme in den einzel-
nen Ordnungen verschwinden.
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5.6 Übergang zum schwingenden Kontinuum

Wir gehen wiederum von gekoppelten linearen Oszillatoren aus.

Abbildung 13: Übergang zum schwingenden Kontinuum: Die Abbildung zeigt
gekoppelte Oszillatoren, die longitudinale bzw. transversale Schwingungen
durchführen.

Diese Art von Systemen kann sowohl Schwingungen in der Horizontalen,
also entlang der Ruhelagen (↔), ausführen, als auch in der Vertikalen (m).
Die horizontalen Schwingungen nennt man longitudinale Oszillationen, die
vertikalen transversale Oszillationen.

Für den Übergang zum Kontinuum betrachten wir zunächst ein System aus
nMassen, die mit Federn identischer Stärke gekoppelt sind. Wir gehen ferner
davon aus, dass die Federn fest zwischen zwei Wänden eingespannt sind. Es
gilt also:

mq̈j + (2qj − qj−1 − qj+1) = 0 , j = 1, 2, ..., n

mit qj : Auslenkung der j-ten Masse, m : Masse der Oszillatoren, k : Feder-
konstante und den Randbedingungen:

q0(t) = qn+1(t) = 0 ∀t .

(Die Randbedingungen werden also durch �ortsfeste� Oszillatoren realisiert.)
Wir machen den Ansatz:

qj(t) = Caj cos(ωt− δ) = C sin(αrj) cos(ωt− δ) .

Der Ansatz entspricht also einer sinusförmigen Lösung in Ort und Zeit. Aus
den Randbedingungen ergibt sich direkt:

sin [(n+ 1)αr] = 0

→ (n+ 1)αr = rπ bzw. αr =
rπ

n+ 1
, r = 1, 2, ..., n .

Wenn wir den Ansatz in die Bewegungsgleichungen einsetzen, erhalten wir:[
−mω2 + 2k(1− cos(αr))

]
C sin(αrj) = 0 .
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Da wir uns nur für endliche Auslenkungen interessieren muss [...] = 0 gelten:

ω2 = 2
k

m
[1− cos(αr)] → ωr = 2ω0 sin

(
πr

2(n+ 1)

)
mit cos(2αr) = 1− 2 sin2(αr) und ω2

0 = k
m
.

Für die allgemeine Lösung erhalten wir damit:

qj(t) =
n∑
r=1

Cr sin

(
πr

n+ 1
j

)
cos(ωrt− δr)

=
n∑
r=1

sin

(
πr

n+ 1
j

)
[dr cos(ωrt) + er sin(ωrt)]

Der Vorfaktor sin(αrj) bestimmt die Amplitude des j-ten Oszillators zur
Eigenfrequenz ωr. Die Konstanten dr und er werden durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt:

dr =
2

n+ 1

n∑
j=1

qj(0) sin(αrj) und er =
2

n+ 1

n∑
j=1

q̇j(0) cos(αrj) .

Beim Übergang vom System aus n Oszillatoren zum schwingenden Kontinu-
um machen wir folgende Annahmen:

• n→∞, l→ 0, l = Abstand der Oszillatoren in Ruhelage

• Die Gesamtenergie soll erhalten bleiben.

• Der Abstand zwischen den Oszillatoren soll so verschwinden, dass:

lim
n→∞

(n+ 1)l = L = const.

• Die typische Anregungsenergie soll erhalten bleiben, das heiÿt:

k · l = const.

Mit diesen Annahmen lauten die Bewegungsgleichungen:

m

kl2
q̈j =

1

l

[
qj+1 − qj

l
− qj − qj−1

l

]
.

Für l→ 0 ersetzen wir qj → q(x, t) mit x = jl und erhalten:

lim
l→0

1

l

[
q′(x+

l

2
)− q′(x− l

2
)

]
= q′′(x) .
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Da m/l = ρ = const. und kl = const. gilt, erhalten wir also insgesamt:

1

c2

∂2q

∂t2
=
∂2q

∂x2
mit c2 =

kl

ρ
.

Dies ist die eindimensionale Wellengleichung.

5.6.1 Lösung der Wellengleichung

Bernoullische Lösung (stehende Wellen):

Wir machen dazu den Produkt- bzw. Separationsansatz:

q(x, t) = g(x)h(t) .

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

1

c2
ḧ(t)g(x) = h(t)g′′(x)

→ 1

c2

ḧ

h
=
g′′

g
= const. ≡ −k2 .

Da die linke Seite nur von t und die rechte nur von x abhängt, müssen beide
Seiten konstant sein. Wir nennen diese Konstante −k2. Es bleibt das Problem
der beiden gewöhnlichen Di�erentialgleichungen:

ḧ = −k
2

c2
h und g′′ = −k2g

zu lösen. Wir erhalten also:

h(t) = h1 cos(kct) + h2 sin(kct)

g(x) = g1 cos(kx) + g2 sin(kx)

Wie gewöhnlich lassen sich die Konstanten aus den Randbedingungen be-
stimmen. Aus g(0) = g(L) = 0 ergibt sich:

g1 = 0 und k = r
π

L
, r = 1, 2, ...

Die zugehörigen Eigenfrequenzen lauten:

krct ≡ ωrt bzw. ωr = r
πc

L
.

Wenn wir uns daran erinnern, dass c =
√

kl
ρ

=
√

F
ρ
sollten wir ein theoreti-

sches Verständnis für das Stimmen von Saiteninstrumenten gewonnen haben.
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Die ωr nennt man Eigenfrequenzen, wobei die Randbedingungen für das
Auftreten diskreter Eigenfrequenzen verantwortlich sind.
Die allgemeine Lösung der Wellengleichung lautet damit:

q(x, t) =
∞∑
r=1

sin
(rπx
L

)
[dr cos(ωrt) + er sin(ωrt)] .

Die Lösung ist periodisch, da die Frequenzen ganzzahlige Vielfache des Grund-
tons ω1 sind.
Die verbliebenen Konstanten dr und er ergeben sich aus den Anfangsbedin-
gungen. Aus der allgemeinen Lösung erhalten wir:

q(x, t) =
∞∑
r=1

dr sin
(rπx
L

)
und q̇(x, 0) =

∞∑
r=1

erωr sin
(rπx
L

)
.

Zur Bestimmung der Koe�zienten dr und er multiplizieren wir jeweils beide
Gleichungen mit sin(sπx/L) und mit:∫ L

0

sin
(rπx
L

)
sin
(sπx
L

)
dx =

L

2
δrs

erhalten wir:

ds =
2

L

∫ L

0

q(x, 0) sin
(sπx
L

)
dx und

es =
2

L
ωs

∫ L

0

q̇(x, 0) sin
(sπx
L

)
dx .

Die d'Alembertsche Lösung:

Die Wellengleichung wird durch beliebige Funktionen q(x, t) = f(x ± ct)
gelöst (siehe Übung). f(x− ct) beschreibt eine Welle, die sich mit Geschwin-
digkeit c in positiver x-Richtung ausbreitet und umgekehrt f(x + ct) eine
Welle in negativer x-Richtung.
Die allgemeine Lösung der Wellengleichung lautet also:

q(x, t) = f1(x− ct) + f2(x+ ct) .

Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir die Beziehungen:

q(x, 0) = f1(x) + f2(x) (40)

q̇(x, 0) = −cf ′1(x) + cf ′2(x) (41)
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Aus den Randbedingungen erhalten wir:

q(0, t) = f1(−ct) + f2(ct) = 0 ∀t
q(L, t) = f1(L− ct) + f2(L+ ct) = 0

Aus den Anfangsbedingungen lassen sich f1(x) und f2(x) durch Integration
von (41) bestimmen:

f1(x)− f2(x) =
1

c

∫ x

x0

q̇(x′, 0) dx′ (x0 beliebig)

→
(40)

f1(x) =
1

2

[
q(x, 0)− 1

c

∫ x

x0

q̇(x′, 0) dx′
]

f2(x) =
1

2

[
q(x, 0) +

1

c

∫ x

x0

q̇(x′, 0) dx′
]

Damit ist die Funktion in 0 ≤ x ≤ L bestimmt. Es gilt ferner ∀x:

f1(−x) = f2(x) und f2(L+ x) = −f1(L− x)

aus den Randbedingungen. Durch Einsetzen erhalten wir:

f1(−x− L) = −f2(x+ L) = f1(−x+ L)

f2(x+ L) = −f1(−x+ L) = f2(x− L)

⇒ Die Funktionen f1, f2 sind periodisch mit der Periode 2L. Die Funktio-
nen q̇, q̈ sind damit auf der ganzen reellen Achse durch Anfangs- und Rand-
bedingungen festgelegt.
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6 Wirkungs- und Winkelvariablen

6.1 Systeme mit einem Freiheitsgrad

Winkel- und Wirkungsvariablen sind von besonderer Bedeutung für Systeme,
die eine periodische Bewegung beschreiben.
Dies sind beispielsweise Systeme wie der harmonische Oszillator, deren Be-
wegung im Phasenraum durch geschlossene Bahnen beschrieben wird. Auÿer-
dem sind periodische Bewegungen wie beispielsweise beim überschlagenden
Pendel oder bei Planetenbewegungen gemeint.

Wir betrachten hier ein System mit einem Freiheitsgrad, das konservativ ist.
Es gilt also H(q, p) = α1, so dass p(q, α1). Für beide Typen periodischer
Bewegung können wir die Wirkungsvariable

J =

∮
p dq

einführen, wobei das Integral über eine ganze Periode gebildet wird. Da für
unser System p = p(q, α1) gilt, hängt J nach der Integration über q nur noch
von α1 ab.
Wir hatten für nicht explizit zeitabhängige Hamiltonfunktionen H gesehen,
dass die Hamilton-Jacobische-Di�erentialgleichung

H̃ =

(
q,
∂S

∂qk

)
− E = 0

lautet und
S∗
(
q, α, t

)
= S

(
q, α
)
− Et

gilt.
Man kann in diesem Fall auch die charakteristische Funktion als Funktion
S = S(q, J) schreiben. Die zu J kanonisch konjugierte Variable w (Winkel-
variable) ist dann de�niert als:

w =
∂S

∂J

mit der Bewegungsgleichung (aus der kanonischen Transformation):

ẇ =
∂H(J)

∂J
≡ v(J) → w = vt+ β .

In dieser Form generieren die Winkel- und Wirkungsvariablen nur einen alter-
nativen Satz von Bewegungsgleichungen der Hamilton-Jacobischen-Di�eren-
tialgleichung.
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Der Nutzen der Winkel- und Wirkungsvariablen besteht aber in der physika-
lischen Bedeutung von v(J). Dazu betrachten wir die Änderung der Variablen
w für einen vollständigen Zyklus:

∆w =

∮
∂w

∂q
dq =

∮
∂2w

∂q∂J
dq .

Da J = const. und damit nicht von q abhängt, können wir das Integral
vereinfachen:

∆w =
d
dJ

∮
∂w

∂q
dq =

d
dJ

∮
p dq︸ ︷︷ ︸
=J

= 1 .

Aus dem Zusammenhang w = vt+β folgt dann für einen vollständigen Zyklus
der Dauer τ :

∆w = 1 = vτ .

Damit können wir v als Frequenz der periodischen Bewegung interpretieren,
die man ohne explizite Lösung der Bewegungsgleichungen bestimmen kann.
Wenn man H als Funktion von J dargestellt hat, kann man die Frequenz v
einfach durch Ableitung von H bestimmen.
Als Beispiel betrachten wir dazu den harmonischen Oszillator:

H =
1

2m

(
p2 +m2ω2q2

)
≡ E .

H ist nicht explizit zeitabhängig. Wir können daher für die Hamilton-Jacobi-
Gleichung:

1

2m

[(
∂S

∂q

)2

+m2ω2q2

]
= E ≡ α

ansetzen.
Für den Impuls ∂S

∂q
ergibt sich damit:

p = ±
√

2mα−m2ω2q2 ,

so dass mit:

q =

√
2α

mω2
sin θ

gilt:

J =

∮
p dq =

∫ 2π

0

√
2mα− 2α

mω2
m2ω2 sin2 θ

√
2α

mω2
cos θ dθ

=

√
4α2

ω2

∫ 2π

0

cos2 θ dθ

=
2πα

ω
.
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Wir erhalten also:

H = H(J) = α =
Jω

2π

und damit für die Frequenz des Oszillators:

∂H

∂J
= v =

ω

2π
=

1

2π

√
k

m
.

Man kann die Wirkungs- und Winkelvariablen auch für solche Systeme ein-
führen, die in allen n+ 1 Variablen qi, t separierbar sind. Für solche Systeme
gilt:

S∗ (q,α, t) = S (q,α)− Et und S (q,α) =
n∑
i=1

Si (qi,α) .

Die Variablen Qi und pi ergeben sich aus:

∂S∗

∂αi
= βi und pi =

∂S∗

∂qi
=
∂S

∂qi
.

Für ein solches System sind die Wirkungsvariablen durch:

Ji =

∮
pi dqi =

∮
∂Si(qi,α)

∂qi
dqi

de�niert, wobei wir über eine volle Periode integrieren.
Durch die Integration über eine volle Periode entfällt die Abhängigkeit von
den qi und Ji = Ji(α). Damit ist Ji eine Erhaltungsgröÿe, da die αi konstant
sind.
Man kann die verkürzte Wirkungsfunktion in Abhängigkeit der Ji ausdrücken,
so dass:

S =
n∑
i=1

Si (qi, J1, ..., Jn) .

H hängt nur von den Ji ab, also:

H = E = H (J1, ..., Jn) .

Wir erhalten dann:

pi =
∂Si(qi,α)

∂qi
=
∂Si(qi,J)

∂qi
und wi =

∂S(q,J)

∂Ji
(Winkelvariablen) .
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Analog zum eindimensionalen Fall erhalten wir die Bewegungsgleichungen:

J̇i =
∂H(J)

∂wi
= 0 → Ji = const.

und

ẇi =
∂H(J)

∂Ji
= vi(J) = const.

Damit ergibt sich wie im eindimensionalen Fall:

wi = vit+ βi (βi = const.) .

Die Koordinaten und Impulse können durch die Variablen wi und die Kon-
stanten Ji ausgedrückt werden. Zur Analyse betrachten wir in�nitesimale
Änderungen von wi:

δwi =
∑
j

∂wi
∂qj

dqj =
∑
j

∂2S

∂Ji∂qj
dqj .

Wegen:

S =
∑
i

Si (qi,α) und
∂Si
∂qi

= pi

ergibt sich:

δwi =
∂

∂Ji

∑
j

pj (qj, J) dqj .

Für die Gesamtänderung von wi erhält man daher:

∆wi =
∑
j

∂

∂Ji

∮
mj

pj (qj,J) dqj ,

wobei mj die Zahl der Zyklen in der Variable qj angibt.
Aus der De�nition der Wirkungsvariablen ergibt sich sofort:

∆wi =
∑
j

∂

∂Ji
mjJj = mi ,

wobei wir vorausgesetzt haben, dass alle Koordinaten vollständige Zyklen
durchlaufen haben.
Für Schwingungen können wir die Bewegung als Fourier-Reihe darstellen:

qk =
∞∑

j1=−∞

...

∞∑
jn=−∞

a
(k)
j1,...,jn

e2πi(j1w1+...+jnwn)
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oder in kompakter Notation:

qk =
∑
j

a
(k)
j e2πij·w =

∑
j

a
(k)
j e2πij·(vt+β)

mit:

a
(k)
j =

∫ 1

0

...

∫ 1

0

qk(w) e−2πij·w dw

als Fourierkoe�zienten.

Für Rotationen muss man berücksichtigen, dass qk nach einer vollständi-
gen Periode nicht mehr seinen Ausgangswert annimmt. Man muss daher die
Funktion qk − wkq0k betrachten, wobei q0k die Di�erenz in qk(t) nach einem
Zyklus bezeichnet. Diese Funktion kann dann wieder in eine Fourierreihe
entwickelt werden, so dass:

qk − wkq0k =
∑
j

a
(k)
j e2πij·w .
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7 Geschwindigkeitsabhängige Potentiale und

Reibung

Wir hatten bereits ein Beispiel für ein geschwindigkeitsanhängiges Potential
im Rahmen des Lagrange- und Hamiltonformalismus diskutiert, nämlich die
Lagrange-Funktion für ein Teilchen im elektromagnetischen Feld. Hier wollen
wir die Form der Lagrange-Funktion etwas ausführlicher begründen.

U(q, q̇) sei eine generalisierte Potentialfunktion, die auf die generalisierten
Kräfte

Qj = −∂U
∂qj

+
d
dt

(
∂U

∂q̇j

)
führt. Für ein solches geschwindigkeitsabhängiges Potential kann man die
Lagrangefunktion in der Form

L = T − U

schreiben, so dass die Euler-Lagrange-Gleichungen

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0

erfüllt bleiben.

Ein sehr wichtiges Beispiel für ein solches Potential ist das Potential des elek-
tromagnetischen Feldes. Dazu betrachten wir ein Teilchen der Masse m mit
Ladung q. Das Teilchen bewege sich mit Geschwindikeit v in einem elektri-
schen Feld E und einem Magnetfeld B.
Auf das Teilchen wirkt die Lorentzkraft

F = q [E + (v ×B)]

Beide Felder sind Funktionen der Koordinaten (r, t). Sie können aus dem
Skalarpotential φ(r, t) und dem Vektorpotential A(r, t) hergeleitet werden.
Es gilt:

E = −∇φ− ∂A

∂t
und B = ∇×A .

Wir erhalten die Lorentzkraft, wenn wir das geschwindigkeitsabhängige Po-
tential

U = qφ− qA · v
betrachten, so dass sich die Lagrangefunktion

L =
1

2
mv2 − qφ+ qA · v
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ergibt. Aus der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt sich wie erwartet:

mr̈ = q [E + (v ×B)] .

Also die Bewegungsgleichung entsprechend der Lorentzkraft.

Man kann den Lagrange-Formalismus auch für Kräfte verallgemeinern, die
man nicht aus einem Potential herleiten kann. Die Lagrange-Gleichungen
können dann in der Form:

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Qj

geschrieben werden.
Die Qj sind dann diejenigen Kräfte, die nicht aus einem Potential herzuleiten
sind.

Dazu betrachten wir Reibungskräfte, die proportional zur Geschwindigkeit
v sind. Es gelte also F (R)

i = −kivi. Wir können solche Kräfte aus der Ray-
leighschen Dissipationsfunktion herleiten, also:

F =
1

2

∑
i

kxv
2
ix + kyv

2
iy + kzv

2
iz .

Der Index i nummeriert die Teilchen. Damit ergibt sich:

F (R)
xi

= − ∂F
∂vxi

bzw. F (R) = −∇v F .

Die Arbeit, die vom System gegen die Reibung geleistet wird, ist gegeben
durch:

dW (R) = −F (R) · dr = −F (R) · v dt

=
(
kxv

2
x + kyv

2
y + kzv

2
z

)
dt = 2Fdt .

Damit beschreibt F die halbe Dissipationsrate durch Reibung. Es gilt:

Qj = −∂F
∂q̇j

,

da:

Qj =
∑
i

F
(R)
i

∂ri
∂qj

= −
∑
i

∇vF
∂ri
∂qj

= −
∑
i

∇vF
∂ṙi
∂q̇j

= −∂F
∂q̇j

.
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Die Lagrange-Gleichungen verallgemeinern sich dann zu:

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
+
∂F
∂q̇j

= 0 .

Für Reibungskräfte der Form:

F (R) = −hi(vi)
vi
vi

(i = 1, ..., N)

lautet dann die Dissipationsfunktion allgemein:

F =
N∑
i=1

∫ vi

0

hi(ṽi) dṽi mit vi = |vi| .

Beispiele für Reibungskräfte sind:

• Haftreibung F
(R)
H 6 µ0N

mit Normalkraft N und Haftreibungskooe�zient µ0

• Gleitreibung F (R) = −µN v
v

(Coulombreibung)

• Rollreibung F (R) = −µRN v
v

(oft µR << µ)

• Reibung in Fluiden F (R) = −cwA%
2
ν2 v

v

mit % = Dichte, A = Querschnitts�äche, cw = Widerstandsbeiwert;
kleine Geschwindigkeiten cw ∼ 1

v
, groÿe Geschwindigkeiten cw = const.

Beispiel: Hantel mit Reibung in der x-y-Ebene.

m

m2

1

x

y φS

Abbildung 14: Hantel mit Reibung.
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Die Massen bewegen sich in der x-y-Ebene, wobei die Reibungs-
kräfte

F
(R)
i = −mi gµ

vi
vi

wirken, mit vi = (ẋi, ẏi).
Übergang zu Schwerpunktskoordinaten:

→ r1 = (x− l1 cos(ϕ), y − l1 sin(ϕ))

r2 = (x+ l2 cos(ϕ), y + l2 sin(ϕ))

Damit lauten dann die Reibungkräfte in generalisierten Koordina-
ten

F
(R)
1 = − m1gµ(ẋ+ l1ϕ̇ sin(ϕ), ẏ − l1ϕ̇ cos(ϕ))√

(ẋ+ l1ϕ̇ sin(ϕ))2 + (ẏ − l1ϕ̇ cos(ϕ))2

F
(R)
2 analog.

Man muss dann noch

F (R)
ϕ =

2∑
i=1

F
(R)
i ·

∂ri
∂ϕ

, F (R)
x und F (R)

y

bestimmen und in die Euler-Lagrange-Gleichungen einsetzen. Die-
ses Verfahren vereinfacht sich durch die Rayleighsche Dissipations-
funktion erheblich:
Es gilt: hi(vi) = mi gµ

→ F =
2∑
i=1

mi gµ

∫ vi

0

dṽ = gµ(m1v1 +m2v2)

= gµ

(
m1

√
ẋ2

1 + ẏ2
1 +m2

√
ẋ2

2 + ẏ2
2

)
= gµ

[
m1

(
(ẋ+ l1ϕ̇ sin(ϕ))2 + (ẏ − l1ϕ̇ cos(ϕ))2)1/2

+m2

(
(ẋ− l2ϕ̇ sin(ϕ))2 + (ẏ + l2ϕ̇ cos(ϕ))2)1/2

]
Die Reibungskräfte ergeben sich dann aus:

Rj = −∂P
∂q̇j

.
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8 Mechanik des starren Körpers

In den bisherigen Kapiteln dieser Vorlesung hatten wir uns ausschlieÿlich mit
der Mechanik von Massenpunkten beschäftigt. Die Bewegung eines Masse-
punktes ist durch die Kenntnis des Anfangsortes und der Anfangsgeschwin-
digkeit eindeutig festgelegt. Bei ausgedehnten bzw. starren Körpern ist zu-
sätzlich ihre Lage im Raum und deren zeitliche Entwicklung von Bedeutung.

De�nition des starren Körpers:

1. System von N Massenpunkten m1, ...,mN , die durch feste Abstände
miteinander verbunden sind.

mi

Abbildung 15: System von Massenpunkten.

2. Ein Körper mit fest vorgegebener Massenverteilung %(r).

K

K ̃

S

rS

x

y

z

x1
x2

x3

_

x_ P

r_

Abbildung 16: Starrer Körper mit den Koordinatensystemen K und K̃.
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Für die Gesamtmasse gilt im 1. Fall:

M =
N∑
i=1

mi

und im 2. Fall:

M =

∫
%(r) d3r .

Es ist zweckmäÿig zwei Koordinatensysteme einzuführen: Ein raumfestes In-
ertialsystem K und ein mitbewegtes K̃. (siehe Abbildung 16)

Ein starrer Körper hat 6 Freiheitsgrade: Die Lage des Aufpunktes S und die
Orientierung des Koordinatensystems K̃.

8.1 In�nitesimale Verrückung eines starren Körpers

Für einen Punkt P des starren Körpers bei r ∈ K gilt bei einer in�nitesima-
len Translation und Rotation:

dr = drs + dϕ× x ,

wobei drs die Verschiebung des Schwerpunktes und x die Lage des Punktes
in K̃ bezeichnet. Für die Geschwindigkeit von P gilt dann:

v ≡ dr
dt

=
drs
dt

+
dϕ
dt
× x ≡ V + ω × x .

Nach der obigen Gleichung gilt für die Geschwindigkeit eines Aufpunktes P ,
dass man sie in eine Translation mit Geschwindigkeit V und eine Rotation
mit Winkelgeschwindigkeit ω zerlegen kann, wobei ω die Winkelgeschwin-
digkeit in K bezeichnet.

Bemerkung:
Die Winkelgeschwindigkeit hängt nicht von der Wahl von S ab. Für einen
Bezugspunkt S ′ mit r′s = rs + a gilt:

v = V ′ + ω′ × x′ .

Mit:

r = r′s + x′ = rs + a+ x′︸ ︷︷ ︸
=x

→ x = x′ + a
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und:

v = V + ω × x = V + ω × a+ ω × x′

→ V ′ = V + ω × a und ω = ω′ .

Es ist sinnvoll den Aufpunkt S in den Schwerpunkt zu legen. Für diskrete
Massenverteilungen gilt dann für die kinetische Energie:

T =
1

2

N∑
i=1

mi

(
v(i)
)2

=
1

2

N∑
i=1

mi

(
V + ω × x(i)

)2

=
1

2

(
N∑
i=1

mi

)
V 2 + V ·

N∑
i=1

mi

(
ω × x(i)

)
+

1

2

N∑
i=1

mi

(
ω × x(i)

)2
.

Mit:
V ·

(
ω × x(i)

)
= x(i) · (V × ω)

gilt:

V ·
n∑
i=1

mi

(
ω × x(i)

)
= (V × ω)

n∑
i=1

mix
(i) = 0 ,

da wir S in den Schwerpunkt gelegt haben.
Wir betrachten nun den Term:

(ω × x)2 = ω2x2 sin2(α) = ω2x2
(
1− cos2(α)

)
= ω2x2 − (ω · x)2

=
3∑

µ,ν=1

ωµ
[
x2δµν − xµxν

]
ων .

Wir können durch die Einführung des sogenannten Trägheitstensors J den
Ausdruck für die kinetische Energie vereinfachen:

T =
1

2
MV 2 +

1

2

3∑
µ=1

3∑
ν=1

ωµJµνω
ν .

mit:

Jµν :=
N∑
i=1

mi

[(
x(i)
)2
δµν − x(i)

µ x
(i)
ν

]
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Im kontinuierlichen Fall ergibt sich:

T =
1

2

∫
d3x %(x) (V + ω × x)2

=
1

2
V 2

∫
d3x %(x)︸ ︷︷ ︸

=M

+ (V × ω) ·
∫

d3x %(x)x︸ ︷︷ ︸
=S=0

+
1

2

∫
d3x %(x)ωµ

[
x2δµν − xµxν

]
ων

Der Trägheitstensor J lautet für eine kontinuierliche Massenverteilung:

Jµν :=

∫
d3x %(x)

[
x2δµν − xµxν

]
.

Bemerkung:
J ist zeitabhängig, wenn sich die xµ auf ein raumfestes Koordinatensystem
beziehen.

Für die kinetische Energie gilt dann:

T = Ttrans + Trot =
1

2
MV 2 +

1

2
ωJω

mit M =
∑N

i=1mi.

8.2 Eigenschaften des Trägheitstensors

Drehungen werden durch Matrizen R beschrieben, die zur speziellen ortho-
gonalen Gruppe im R

3 (SO(3)) gehören. Damit gilt für die Drehmatrizen
insbesondere:

RT R = 1 .

Der Trägheitstensor enthält einen invarianten Anteil∫
%(x)x2δµν d

3x (42)

und den Anteil

−
∫

d3x %(x)xµxν , (43)

der von der Wahl des Koordinatensystems abhängt. Die Invarianz von (42)
ergibt sich aus der Eigenschaft RT R = 1, da

3∑
µ,ν=1

RτµRσνδµν =
3∑

µ=1

Rτµ

(
RT
)
µσ

= δτσ .
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J ist eine reelle, symmetrische Matrix, die man diagonalisieren kann. Es gilt:

R
0
J R−1

0
= J0 =

 I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

 .

In einem geeigneten Koordinatensystem ist J0 also diagonal. Dann gilt:

J0 =

∫
d3y %(y)

 y2
2 + y2

3 0 0
0 y2

3 + y2
1 0

0 0 y2
1 + y2

2


→ Ii ≥ 0 für i = 1, 2, 3 und I1 + I2 ≥ I3 und zyklisch.

Beispiel: Bestimmung des Trägheitstensors für einen Quader mit Seiten-
längen a, b, c und homogener Massendichte ρ:

Jij = %

∫ a/2

−a/2

∫ b/2

−b/2

∫ c/2

−c/2
dx3

[
x2δij − xixj

]
→ J11 = %

∫ a/2

−a/2

∫ b/2

−b/2

∫ c/2

−c/2
d3x

[
y2 + z2

]
= %a

∫ b/2

−b/2

∫ c/2

−c/2
d3x

[
y2 + z2

]
= %a

∫ c/2

−c/2

(
1

3

b3

4
+ bz2

)
dz

=
1

3
%abc

(
b2

4
+
c2

4

)
=

1

12
M
(
b2 + c2

)
analog:

J22 =
M

2

(
a2 + c2

)
und J33 =

M

2

(
a2 + b2

)

J12 = −%
∫ a/2

−a/2

∫ b/2

−b/2

∫ c/2

−c/2
d3x xy

= −%c
∫ a/2

−a/2

∫ b/2

−b/2
dx dy xy = 0
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und analog:
Jij = 0 ∀i 6= j .

Die Eigenwerte Ii des Trägheitstensors nennt manHauptträgheitsmomen-
te. Sind alle Trägheitsmomente verschieden, so spricht man von einem un-
symmetrischen Kreisel, für I1 = I2 6= I3 von einem symmetrischen und für
I1 = I2 = I3 von einem Kugelkreisel.

8.3 Der Satz von Steiner

Es sei J der Trägheitstensor im körperfesten System K̃, dessen Ursprung S
im Schwerpunkt liegt. K̃ ′ sei ein System, das gegenüber K̃ um einen festen
Vektor a verschoben ist. J ′ sei der Trägheitstensor in K̃ ′. Dann gilt:

J ′µν = Jµν +M
[
a2δµν − aµaν

]
.

Der Drehimpuls des starren Körpers kann in den Drehimpuls des Schwer-
punkts (abhängig von der Wahl des Koordinatensystems) und den Rela-
tivdrehimpuls zerlegt werden.

Im diskreten Fall gilt:

L =
N∑
i=1

mixi × ẋi ,

wobei die xi die Ortsvektoren im körperfesten System sind.
Im kontinuierlichen Fall gilt:

L =

∫
d3x %(x) x× ẋ → L = Jω .

Bemerkung:
L ist nur dann parallel zu ω, wenn ω parallel zu einer der drei Hauptach-
sen gewählt wird. Man kann nun auch die Rotationsenergie in die Form:

Trot =
1

2
ωL

bringen. Ist ω parallel zu einer der Hauptachsen, so gilt:

Trot =
1

2
Iiω

2 .
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8.4 Kräftefreie Bewegung von starren Körpern

L

x3

ω

_

_

_

Abbildung 17: Spur- und Nutationskegel.

Ohne äuÿere Kräfte ist der Drehimpuls L erhalten, das heiÿt:

d
dt
L = 0 und

d
dt
Trot =

1

2

d
dt

(
ωJω

)
=

1

2

d
dt

(ω ·L) = 0 .

Kugelkreisel haben einen diagonalen Trägheitstensor mit Ii = I,

→ L = Iω → ω =
1

I
L .

Für symmetrische Kreisel gelte I1 = I2 6= I3. L sei gegeben. Die 1-Achse
werde in die durch L und die 3-Achse aufgespannte Ebene gelegt. Die 2-
Achse steht senkrecht auf der Ebene:

→ L2 = 0 und ω2 = 0 .

Damit liegt auch ω in der 1-3-Ebene.

Wenn der Drehimpuls und die 3-Achse zusammenfallen dreht sich der Kreisel
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit:

ω3 =
|L|
I3

.

Fallen Drehimpuls und 3-Achse nicht zusammen, so zerlegen wir ω in eine
Komponente ωprä||L und eine Komponente ωsymm|| 3-Achse, also:

ω = ωprä + ωsymm .
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Dann gilt:
v(3) = ωprä × r(3) = ω × r(3)

für die Geschwindigkeiten von Punkten, die auf der 3-Achse liegen. v(3) steht
senkrecht auf der Ebene von L, ω und z.

Die Symmetrieachse präzediert um L. Auch ω präzediert um L. ω über-
streicht den Spurkegel, die Symmetrieachse den Nutationskegel.

8.5 Die Eulerschen Gleichungen

Die Bewegung eines starren Körpers setzt sich aus einer Translation und
einer Rotation um einen beliebigen Ursprung zusammen. Wenn der Körper
nicht festgehalten wird, legt man den Schwerpunkt zweckmäÿigerweise in den
Ursprung.
Für ein System mit N Massenpunkten gilt o�enbar:

rs =
1

M

N∑
i=1

miri → M r̈s =
N∑
i=1

F
(a)
i ≡ F (a) ,

wobei F (a)
i die äuÿere Kraft bezeichnet, die auf die i-te Masse wirkt. Für den

Gesamtdrehimpuls gilt dann:

d
dt
L =

d
dt

(
N∑
i=1

miri × ṙi

)
=

N∑
i=1

mi (ṙi × ṙi)︸ ︷︷ ︸
=0

+miri × r̈i

=
N∑
i=1

ri × F (a)
i ≡N . (44)

Der Gesamtdrehimpuls L und das Gesamtdrehmoment N beziehen sich auf
ein Inertialsystem.

Die Beziehung L̇ = N gilt aber auch, wenn sich L,N auf den mitbewegten
Schwerpunkt des starren Körpers beziehen.
Der Schwerpunkt führt also eine Translationsbewegung durch, daher ist es
sinnvoll den Ortsvektor ri zu zerlegen:

ri = rs + r′i .
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Damit gilt auch:

r̈i = r̈s + r̈′i ,

N∑
i=1

mir
′
i = 0 (da der Schwerpunkt bei r′i = 0 liegt) ,

N∑
i=1

mir̈
′
i = 0 .

Nun gilt:

d

dt
L =

N∑
i=1

miri × r̈i =
N∑
i=1

mi [(rs + r′i)× (r̈s + r̈′i)]

=
N∑
i=1

mirs × r̈s +
N∑
i=1

mir
′
i︸ ︷︷ ︸

=0

×r̈s −
N∑
i=1

mir̈
′
i︸ ︷︷ ︸

=0

×rs +
N∑
i=1

mir
′
i × r̈′i

(44)
=

N∑
i=1

rs × F (a)
i + r′i × F

(a)
i ,

so dass mit: ∑
i

mir̈s =
∑
i

F
(a)
i

folgt:
N∑
i=1

mir
′
i × r̈′i =

d
dt

N∑
i=1

mir
′
i × ṙi =

N∑
i=1

r′i × F
(a)
i

beziehungsweise:
L̇
′
s = N ′s .

Diese Form des Drehimpulssatzes ist nützlich, weil Drehimpuls und Drehmo-
ment im Schwerpunktssystem leichter zu berechnen sind.

Bemerkung:
Wir betrachten nun ausschlieÿlich mitbewegte Koordinatensysteme, so
dass wir auf die � ′ � im Folgenden verzichten.

Es bleibt nun die Aufgabe die Bewegungsgleichung im körperfesten Koordi-
natensystem darzustellen. Dann gilt:

L̇s =
d
dt

[
N∑
i=1

miri × (ω × ri)

]
=

d
dt
Jω ≡ d

dt

∑
i,j

Jijωjei ,
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wobei die ωj die körperfesten Koordinaten von ω sind und die ei die Basis-
vektoren des körperfesten Systems bezeichnen.
Mit ėi = ω × ei gilt:

L̇s =
∑
i,j

Jijω̇jei + ω ×
∑
i,j

Jijωjei .

Mit der Ableitung des Drehimpulses im körperfesten System:

∑
i,j

Jijω̇jei =
d̃
dt
Ls

gilt dann:

L̇s =
d̃
dt
Ls + ω ×L = N s ,

wobei wir die Vektoren L,ω,N s in der körperfesten Basis darstellen können.
Damit haben wir eine Bewegungsgleichung für den starren Körper gefunden,
für die J zeitlich konstant ist.
Wenn die körperfesten Achsen ei Hauptträgheitsachsen sind, ergeben sich
aus Li = Iiωi die Eulerschen Gleichungen:

Iiω̇i − (Ij − Ik)ωjωk = Ni (i, j, k zyklisch).

8.6 Die Eulerschen Winkel

Durch die Eulerschen Winkel wird die Orientierung des körperfesten Ko-
ordinatensystems festgelegt.

Dazu drehen wir das Koordinatensystem um ϕ um die zI-Achse (K-System
r̂). Damit verläuft die x-Achse nun entlang der Linie ON . Wir kippen dann
das System entlang der Linie ON (also der x-Achse) um den Winkel ϑ, so
dass zwischen zI-Achse und z-Achse ein Winkel ϑ eingeschlossen ist. Schlieÿ-
lich wird das System um die z-Achse gedreht (Winkel ψ).

Bemerkung:
Die Drehungen sind nicht kommutativ!

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen ωI und ω, der durch die
Eulerwinkel hergestellt werden kann. Es gilt:

ω = ωϕ + ωϑ + ωψ .
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Abbildung 18: Die Eulerschen Winkel.

1) ωϕI =

 0
0
ϕ̇



→ ωϕ =

 cos(ψ) sin(ψ) 0
− sin(ψ) cos(ψ) 0

0 0 1

 1 0 0
0 cos(ϑ) sin(ϑ)
0 − sin(ϑ) cos(ϑ)

 0
0
ϕ̇


= ϕ̇

 sin(ψ) sin(ϑ)
cos(ψ) sin(ϑ)

cosϑ


2) ωϑ hat im gedrehten System r̂ die Form:

ω̂ϑ =

 ϑ̇
0
0

 → ωϑ =

 ϑ̇ cos(ψ)

−ϑ̇ sin(ϕ)
0


und schlieÿlich ωψ = ψ̇ez im körperfesten System.
Damit ergibt sich insgesamt:

ω =

 sin(ϑ) sin(ψ)ϕ̇+ cos(ψ)ϑ̇

sin(ϑ) cos(ψ)ϕ̇− sin(ϕ)ϑ̇

cosϑϕ̇+ ψ̇



97



Die Beziehung ergibt sich auch direkt aus der Projektion von ωϕ,ωϑ,ωψ auf
die körperfesten Achsen.

Beispiel: Kräftefreier symmetrischer Kreisel
Aus N = 0 und I1 = I2 folgt direkt:

I3ω̇3 = 0 → ω3 = const.

Für die ersten beiden Gleichungen ergibt sich:

ω̇1 + ωω2 = 0 und ω̇2 − ωω1 = 0 ,

wobei:

ω =
I3 − I1

I1

ω3

→ ω1(t) = A cos(ωt+ α) ; ω2(t) = A sin(ωt+ α)

Für die Euler-Winkel gilt dann: A cos(ωt+ α)
A sin(ωt+ α)

ω3

 =

 sin(ϑ) sin(ψ)ϕ̇+ cos(ψ)ϑ̇

sin(ϑ) cos(ψ)ϕ− sin(ψ)ϑ̇

cos(ϑ)ϕ̇+ ψ̇


Wir machen nun den Ansatz ϑ(t) = const = ϑ0.

→ sin(ϑ0)ϕ̇ = ±A bzw. ϕ(t) = ± A

sin(ϑ0)
t+ ϕ0

⇒ ωprä = ϕ̇ = ± A

sin(ϑ0)

Wir erhalten ferner :

ψ(t) = −ωt− α± π

2
.

Damit sind die Winkel des symmetrischen Kreisels festgelegt.

Zum Abschluss wollen wir noch die Lagrangefunktion im körperfesten System
angeben, so dass L = T − U = Trot − U , wobei:

Trot =
I1

2

(
ϑ̇ cos(ψ) + ϕ̇ sin(ϑ) sin(ψ)

)2

+
I2

2

(
−ϑ̇ sin(ψ) + ϕ̇ sin(ϑ) cos(ψ)

)2

+
I3

2

(
ψ̇ + ϕ̇ cos(ϑ)

)2

.
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Für den symmetrischen Kreisel (I1 = I2) vereinfacht sich die Lagrangefunk-
tion, da:

Trot =
I1

2

(
ϕ̇2 sin2(ϑ) + ϑ̇2

)
+
I3

2

(
ψ̇ + ϕ̇ cos(ϑ)

)2

.
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9 Dynamische Systeme und deterministisches

Chaos

Hier betrachten wir allgemein Systeme von Di�erentialgleichungen 1. Ord-
nung, die dynamische Systeme beschreiben, auch beispielsweise Systeme mit
Reibung.
Solche Systeme sind im Allgemeinen nicht integrabel, das heiÿt die Bahn-
kurven sind nicht analytisch zu bestimmen. Häu�g zeigen diese Systeme eine
extreme Abhängigkeit von den Randbedingungen.

9.1 Vektorfelder als dynamische Systeme

Die Dynamik vieler physikalischer Systeme lässt sich als System von Di�e-
rentialgleichungen 1. Ordnung beschreiben, die nicht notwendigerweise linear
sind:

ẋ = F (x(t), t) ,

wobei x den Vektor der dynamischen Variablen bezeichnet (x ∈ Rn) und
F : Rn × t→ Rn ein Vektorfeld ist.
Für Hamiltonsche Systeme sind die dynamischen Variablen die Phasenraum-
variablen.

Beispiel für ein deterministisches dynamisches System:
Newtonsche Bewegungsgleichung mit Reibung:

ÿ + f(y, t)ẏ + g(y, t) = 0 .

Die Bewegungsgleichung können wir in ein System von Di�erenti-
algleichungen 1. Ordnung überführen:

x1 = y und x2 = ẏ

→ ẋ1 = x2 und ẋ2 = −fx2 − g

→ F (x, t) =

(
x2

−fx2 − g

)
.

Man kann den Fluss des Vektorfeldes F auf der MannigfaltigkeitM (z.B.
Phasenraum) betrachten:

Φ : M × Rt →M

mit:
Φ(x0, t) = Φt(x0) = x(t,x0) .
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Der Fluss Φt(x0) beschreibt also die Gesamtheit aller Bahnkurven für gegebe-
ne Anfangsbedinungen. Bahnkurven bezeichnet man auch als Trajektorien.
Man bezeichnet Systeme mit F (x, t) = F (x) als autonom.

9.2 Fixpunkte eines autonomen dynamischen Systems

ẋ = F (x)

Für einen Fixpunkt x∗ gilt:

0 = ẋ∗ = F (x∗) → x∗ = const.

Zur Charakterisierung eines dynamischen Systems ist es sinnvoll die Stabili-
tät eines Fixpunktes zu charakterisieren.
Für ein eindimensionales Potential gilt für die Gleichgewichtslagen: stabil,
instabil und indi�erent.
Man kann die Stabilität eines Fixpunktes durch Linearisierung für klei-
ne Auslenkungen δx := x− x∗ testen. Es gilt:

δẋi =
n∑
k=1

(
∂Fi
∂xk

)
x∗
δxk .

Für ein System von linearen Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zi-
enten:

ẋ = Ax

machen wir den Ansatz:

x(t) = ξeλt → λξ = Aξ

der auf eine Eigenwertgleichung führt. Mit den Eigenvektoren ξk und den
Eigenwerten λk ergibt sich:

x(t) =
n∑
k=1

ck ξk e
λkt .

Bemerkung:
Wir nehmen an, dass die Eigenwerte nicht entartet sind. Die Koe�zienten
werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt.

Beispiel: Ebenes Pendel:
ml2ϕ̈+mgl sin(ϕ) = 0 .
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x1 = ϕ und x2 = pϕ = ml2ϕ̇

→ ẋ1 =
x2

ml2
und ẋ2 = −mgl sin(x1)

Fixpunkt x∗ mit ẋ∗ = 0:

→ ẋ∗1 =
x∗2
ml2

= 0 → x∗2 = 0

ẋ∗2 = −mgl sin(x∗1) → x∗1 = nπ , n ∈ Z

→ δẋ1 =
n∑
k=1

(
∂F1

∂xk

)
x∗
δxk =

1

ml2
δx2 ,

δẋ2 = −mgl cos(x∗1)δx1

bzw. in Matrixform:(
δẋ1

δẋ2

)
= A∗

(
δx1

δx2

)
=

(
0 1

ml2

−mgl cos(x∗1) 0

)(
δx1

δx2

)
• x1 = x2 = 0

A =

(
0 1

ml2

−mgl 0

)
Eigenwerte:

det (A− λ1) =

∣∣∣∣ −λ 1
ml2

−mgl −λ

∣∣∣∣ = λ2 +
g

l
= 0

→ λ1,2 = ±i
√
g

l
= ±iω

→ δx(t) = c1ξ
(1)eiωt + c2ξ

(2)e−iωt

• x1 = π , x2 = 0

A =

(
0 1

ml2

mgl 0

)
→ det (A− λI) = λ2 − g

l
= 0

→ λ1,2 = ±
√
g

l

→ δx(t) = c1ξ
(1)e
√

g
l
t + c2ξ

(2)e−
√

g
l
t

↑
instabil, Divergenz für t→∞

Bemerkung:
ξ(1) und ξ(2) sind nicht notwendigerweise senkrecht!
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9.3 Stabilität von dynamischen Systemen

Es sei x∗ Fixpunkt des durch x∗ = F (x, t) beschriebenen dynamischen Sys-
tems. Dann gilt:

De�nition:
x∗ ist ein stabiler Fixpunkt, wenn zu jeder Umgebung U von x∗ eine
Umgebung V von x∗ existiert, so dass:

x ∈ U → Φ(x, t) ∈ U , ∀t ≥ 0 .

Bemerkung:
Dieses Kriterium wurde durch den russischen Mathematiker Aleksander
Lyapunov (1857-1918) eingeführt. Man bezeichnte die nach obiger De�-
nition stabilen Fixpunkte auch als Lyapunov-stabil.

De�nition:
x∗ heiÿt asymptotisch stabil, wenn zu x∗ eine Umgebung U existiert,
sodass

Φ(U, t2) ⊂ Φ(U, t1) ⊂ U für 0 < t1 < t2

und
lim
t→∞

Φ(x, t) = x∗ , ∀x ∈ U .

Bemerkung:
O�ensichtlich schrumpft das Phasenraumvolumen in der Umgebung U .
Dies steht im Gegensatz zur Erhaltung des Phasenraums von Liouville
für Hamiltonsche Systeme, der Energieerhaltung voraussetzt. Daher nennt
man dynamische Systeme, deren Phasenraum schrumpft, dissipativ.

9.4 Charakterisierung stabiler Systeme

Die De�nition stabiler Systeme eignet sich nicht direkt zur Bestimmung der
Stabilität von Fixpunkten, dazu ziehen wir die Jacobi-Matrix JF (x∗) heran:
Falls x∗ stabil ist, hat JF (x∗) keinen Eigenwert mit positivem Realteil. Eine
hinreichende Bedingung für asymptotische Stabilität ist erfüllt, wenn JF (x∗)
ausschlieÿlich Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt.

Zur Illustration betrachten wir nun ein dynamisches System mit n = 2:(
δẋ1

δẋ2

)
= A

(
δx1

δx2

)
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→ det (A− λ1) = λ2 − λ (a11 + a22)︸ ︷︷ ︸
= trA

+ detA

= λ2 − λ trA+ detA = 0

→ λ1,2 =
1

2

(
trA±

√
(trA)2 − 4 detA

)
Wir unterscheiden nun die Fälle:

1. Stabiler Fokus:

detA > 0 , trA < 0 und (trA)2 < 4 detA

→ λ1,2 = −λ0 ± iω (λ0, ω > 0)

elliptische Spirale, gedämpfte Schwingung.

2. Instabiler Fixpunkt:

detA > 0 , trA > 0 und (trA)2 < 4 detA

→ λ1,2 = λ0 ± iω

entdämpfte Schwinung

3. Stabiler Knoten:

detA > 0 , trA < 0 und (trA)2 > 4 detA

→ λ1,2 < 0 ∈ R

Die Trajektorien nähern sich fast alle dem betragsmäÿig kleineren Wert
an.
Physikalisches Beispiel: Exponentiller Zerfall.

4. Instabiler Knoten:

detA > 0 , trA > 0 und (trA)2 > 4 detA

→ λ1,2 > 0 ∈ R

exponentielles Wachstum

5. Sattelpunkt:

detA < 0 →
√

(trA)2 − 4 detA > trA

→ λ1 > 0 , λ2 < 0 , λ1,2 ∈ R
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Damit ergibt sich:

Auf der Grenze zwischen den Stabilitätsbereichen muss man höhere Ord-
nungen betrachten.

Sonderfälle

1. trA = 0 , detA > 0

→ λ1,2 = ±i
√

detA = ±iω

Der Fixpunkt ist Zentrum (stabil, aber nicht asymptotisch stabil, z.B.
ungedämpfter Oszillator).

2. (trA)2 = 4 detA

→ λ1 = λ2 = λ =
1

2
trA

→ δx1(t) = eλtδx1(0) + teλtδx2(0)

δx2(t) = eλtδx2(0)

Je nach Vorzeichen handelt es sich um einen entarteten stabilen (λ < 0)
oder instabilen (λ > 0) Knoten.

Bemerkung:
Es sind qualitative Änderungen im Verhalten des Flusses möglich. Die
nennt man Verzweigungen der Lösungsmannigfaltigkeit oder Bifurkatio-
nen.

9.5 Hamiltonsche Vektorfelder

Kanonische Gleichungen:

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −∂H

∂qk

bzw. in Kurzform:
ẋ = J H,x ,

wobei:

J =

(
0n×n 1n×n
−1n×n 0n×n

)
.

Linearisierung um Fixpunkt x∗:

δx(t) = x− x∗ → δẋ(t) = A δx .
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Aus:

δẋi =
2n∑
k=1

(
∂Fi
∂xk

)
x∗
δxk =

2n∑
k,j=1

Jij ∂2H

∂xk∂xj︸ ︷︷ ︸
=Aik


x∗

δxk

folgt:

trA =
n∑
k=1

(
∂

∂qk

∂H

∂pk
− ∂

∂pk

∂H

∂qk

)
= 0 .

Aus der Invarianz der Spur gegenüber Basistransformationen folgt:

0 = trA =
2n∑
i=1

λi

und somit die Abwesenheit asymptotischer Stabilität.

Nichtasymptotische Stabilität setzt Re(λi) = 0 ∀i voraus:

→ λi = ±iωi (Zentren)

Für n = 1 können die Fixpunkte nur Zentren oder Sattelpunkte sein.

Beispiel zur Stabilitätsanalyse: Kräftefreier unsymmetrischer Kreisel.
Es seien 0 < I1 < I2 < I3 die Hauptträgheitsmomente. Mit der
Ersetzung xi = ωi ergibt sich für die Eulerschen Gleichungen:

Fixpunkte:

ẋ1 = −I3 − I2

I1

x2x3 ≡ −α1x2x3 → x∗(1) = (ω, 0, 0)

ẋ2 =
I3 − I1

I2

x3x1 ≡ α2x3x1 → x∗(2) = (0, ω, 0)

ẋ3 = −I2 − I1

I3

x1x2 ≡ −α3x1x2 → x∗(3) = (0, 0, ω)

Linearisierung am Fixpunkt: δẋ1

δẋ2

δẋ3

 =

 0 −α1x3 −α1x2

α2x3 0 α2x1

−α3x2 −α3x1 0

 δx1

δx2

δx3
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x∗(1):

0 = det(A− λ) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0
0 −λ α2ω
0 −α3ω −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ(λ2 + α2α3ω
2)

→ λ
(1)
1 = 0 , λ

(1)
2,3 = ±iω

√
α2α3

→ stabiler Fixpunkt: Zentrum

Analog:

x∗(2) → λ
(2)
1 = 0 , λ

(2)
2,3 = ±ω

√
α1α3

→ instabil

x∗(3) → λ
(3)
1 = 0 , λ

(3)
2,3 = ±iω

√
α2α3

→ stabil

→ nur Drehungen um die kleine und groÿe Hauptachse sind stabil!

Aus der Bedinung trA = divF = 0 für Hamiltonsche Systeme kann man den
Liouvilleschen Satz herleiten.
Der zeitliche Verlauf des Phasenraumvolumens V ist gegeben durch:

Vx(t) =

∫
Ut

dqdp =

∫
Ut0

dq0dp0 detDΦt(q0,p0︸ ︷︷ ︸
= x0

)

=

∫
dq0dp0 [1 + (t− t0)

2n∑
i=1

∂Fi
∂xi0︸ ︷︷ ︸

= (divF )x0

+ . . . ]

= Vt0 + (t− t0)

∫
dx0(divF ) + Θ(t− t0)2

→ dVx(t)

dt
= lim

t→t0

Vt − Vt0
t− t0

=

∫
dx0 (divF )x0︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Damit folgt aus der Bedingung trA = divF = 0 die Erhaltung des Phasen-
raumvolumens.

Für dissipative Systeme gilt die Erhaltung des Phasenraumvolumens dagegen
nicht. Die damit verbundene Kontraktion des Phasenraumvolumens wollen
wir daher im Folgenden beschreiben.
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Für kleine Volumina, die einen asymptotisch stabilen Fixpunkt x∗ umschlie-
ÿen, gilt:

dVx(t)

dt
=

∫
Ut

dx (divF )x∗ = ΛVt

mit der Lösung:
Vx(t) = eΛtVx(t) = eΛtV0 .

Damit beschreibt Λ := divF mit
∑

Reλi < 0 die Rate mit der das Phasen-
raumvolumen kontrahiert (Λ := Phasenraumkontraktionsrate).
Allgemein gilt folgende De�nition:

De�nition:
Dissipative Systeme sind solche, die Phasenraumvolumina kontrahieren.

Asymptotisch stabile Fixpunkte (Knoten, Fokus) heiÿen Senken oder At-
traktoren.

Ein prominentes Beispiel für ein dissipatives System ist das so genannte Lo-
renzmodell. Das Lorenzmodell sollte ein einfaches Modell für die Erdatmo-
sphäre bilden, das eine Langzeitvorhersage ermöglicht. Ausgangspunkt für
das Lorenzmodell ist das Rayleigh-Bénard-System, das Konvektionsströmun-
gen zwischen zwei Platten unterschiedlicher Temperatur (T > 0) im Abstand
h beschreibt. Zwischen den Platten be�nde sich eine inkompressible viskose
Flüssigkeit.
Man kann die Dynamik der Flüssigkeit aus der

Massenerhaltung ↔ Konitnuitätsgleichung
Impulserhaltung ↔ Navier-Stokes-Gleichung
Energieerhaltung ↔ Wärmetransportgleichung

bestimmen. Wenn man nun weiter geeignete Randbedingungen ansetzt und
einen Reihenansatz benutzt ergibt sich folgendes Gleichungssystem für die
Lösungsfunktionen:

ẋ1 = −σx1 + σx2

ẋ2 = rx1 − x2 − x1x3

ẋ3 = −βx3 + x1x2

Die Parameter haben die folgende physikalische Bedeutung:

• σ = ν
χ

= ηcp
λ

ist die sogenannte Prandtl-Zahl. Sie beschreibt wie schnell sich das

108



Geschwindigkeitsfeld einer Strömung einem Temperaturgradienten an-
passt, wobei:

cp = spezi�sche Wärmekapazität bei konstantem Druck,

ν = Viskosität,

λ = Wärmeleitkoe�zient,

ρ = ρ0 = Dichte (konstant, inkompressible Flüssigkeit),

ν =
λ

ρ0cp
,

χ =
ν

ρ0

.

• β = 4
1+a2

mit a = Zellhöhe h
Zellbreite

.

• r = Ra
Racr

mit Ra = agh3∆T
χν

, Racr = T 4 relative Rayleighzahl, die be-
schreibt obWärmeübertragung in erster Linie über Wärmeleitung (klei-
ne Werte von ρ) oder Konvektion (groÿe Werte von ρ).

Für das Lorenzmodell ergibt sich nach Linearisierung

A =

 −σ σ 0
(r − x3) −1 x1

x2 x1 −β


→ trA = 1 = −(σ + 1 + β)

→ V (t) = e−(σ+1+β)tV0 → 0

Beim Lorenzmodell handelt es sich also um ein dissipatives System.
Verhalten des Lorenzmodells:
Ruhelagen:
Für Ruhelagen verschwindet die Geschwindigkeit, das heiÿt ẋ = 0

→ C0 = (0, 0, 0),

C+ = (
√

(r − 1)β ,
√

(r − 1)β , r − 1),

C− = (−
√

(r − 1)β , −
√

(r − 1)β , r − 1),

sind Ruhelagen.
Das charakteristische Polynom führt für C0 auf die Eigenwerte:

λ1,2 = −σ + 1

2
± 1

2

√
(σ + 1)2 + 4σ(r − 1),

λ3 = −β
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Bei C± lautet das charakteristische Polynom

P (λ) = −(λ3 + (σ + β + 1)λ2 + β(σ + r)λ+ 2σβ(r − 1))

Wir diskutieren nun das Verhalten für verschiedene Werte von r:

1. 0 < r < 1
→ nur C0 ist stabile Ruhelage.

2. r = 1
→ C0 = C+ = C−, die Ruhelagen fallen zusammen.

3. 1 < r < 1,46
Für C0 gilt: λ1 > 0 → der Fixpunkt ist instabil (Sattelpunkt, da
λ2,3 < 0)
Für C± sind alle Eigenwerte reell und negativ.
Heugabel Bifurkation

4. C± haben einen negativen reellen Eigenwert λ1 < 0 und ein Paar kom-
plexe Eigenwerte mit negativem Realteil
→ C± sind asymptotisch stabil für 1,46 ≤ r < r′ mit r′ ≈ 24,7368...

5. r > r′ → C± verlieren ihre Stabilität → Hopf-Bifurkation
Trajektorien zu marginal verschiedenen Anfangsbedingungen verteilen
sich beliebig um einen seltsamen Attraktor.
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